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Resume

Det overordnede formal med ph.d.-afhandlingen er at udvikle et set didaktiske principper, der
kan understette, at elever far mulighed for at udvikle deres r&esonnementskompetence, nar de
arbejder med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra. Dermed placerer ph.d.-
afhandlingen sig i spendingsfeltet mellem tre forskningsomrader: 1) Matematikkens historie,
herunder brug af originalkilder, 2) Digitale teknologier i matematikundervisningen og 3)
Matematiske reesonnementer. Den metodologiske ramme er Design Based Research. Ph.d.-
afhandlingen bestar af tre delundersggelser: 1) Et review, 2) en analyse af udvalgte kapitler fra
et lerebogssystem og 3) planleegning og analyse af tre afprevninger i praksis. De samles i en
diskussion, en konklusion og en perspektivering.

Det teoretiske omdrejningspunkt i afhandlingen er fire teoretiske og/eller analytiske
distinktioner.  Distinktionen mellem den undersegende og produktive side af
reesonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002) bruges til at synliggere og kvalificere
forskellige facetter af at understgatte elevernes muligheder for at forsta og udvikle matematiske
argumenter og raesonnementer. Misfeldt og Jankvist (2018) karakteriserer hhv. epistemisk,
pragmatisk og retfeerdiggerende medieringer. De er inspireret af bl.a. Artigue (2002), Hanna
(1989), Harel og Sowder (2007), Rabardel og Bourmaud (2003) samt Trouche (2005). De tre
former for medieringer Misfeldt og Jankvist (2018) karakteriserer knytter sig til elevernes
arbejde med matematiske argumenter, reesonnementer og beviser i arbejdet med digitale
teknologier i matematikundervisningen. Mellin-Olsens (1984) skelnen mellem regel- og
strukturopfattelse bruges bl.a. til at sette fokus pa graden af sasmmenhzange mellem forskellige
matematiske objekter og regler i elevernes argumentationer. Mens distinktionen mellem statisk
og dynamisk laesning (Mellin-Olsen, 1984) i ph.d.-afhandlingen retter sig mod elevernes
leesning af hhv. originalkilder og GeoGebra. Derudover inddrages Jensens (2011) beskrivelse
af termen historisk bevidsthed. I afhandlingen ses der pa, om elevernes arbejde med samspillet
mellem originalkilder og GeoGebra kan medvirke til at understatte deres muligheder for at
udvikle en historisk bevidsthed, som yderligere kan ses som et middel til at udvide elevers
muligheder for at udvikle deres resonnementskompetence, nar de arbejder med digitale

teknologier.

De didaktiske principper bestar af hhv. et teoretisk og et praksismassigt bidrag. De didaktiske
principper er udviklet pa baggrund af afhandlingens tre delundersggelser og den samlende

diskussion heraf. Det teoretiske bidrag er en konstrueret model, der viser, et hensigtsmassigt



samspil mellem de ovenstaende teoretiske og analytiske termer. Det praksismassige bidrag
bestar af formuleringer af mere konkrete mal, der knytter sig til de forskellige termer i modellen
samt af et skema med spargsmal, ideer og didaktiske opmarksomheder, der kan bruges som
mulige afset for at planleegge undervisningsforlgb, der fokuserer pa samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra med henblik pa at understatte elevers muligheder for at udvikle
deres reesonnementskompetence. | lyset af det praksismaessige bidrag kan det fremhaves, som
vigtigt, at eleverne eksplicit inddrages i, at der laegges op til, at de kan veere nysgerrige i forhold
til at leese og forsta originalkilden og bruge GeoGebra, og at de selv skal forsgge at formulere

matematiske argumenter, som ikke ngdvendigvis er de samme som dem i originalkilden.

I lyset af det teoretiske bidrag kan det fremhaves som veerdifuldt at udvide Misfeldt og
Jankvists (2018) definitioner af hhv. pragmatisk og epistemisk mediering med Niss og Jensens
(2002) definition af den undersggende og produktive side af reesonnementskompetencen. Nar
der er sarligt fokus pa at skabe rum for elevernes dynamiske laesning (Mellin-Olsen, 1984),
kan det bl.a. ogsd understgtte elevers mulighed for at bruge den produktive side af deres
reesonnementskompetence. | den forbindelse ser laererens dialoger med eleverne ud til at veere
afgerende for, elevernes muligheder for at kunne udvikle matematiske argumenter og keeder
heraf. Det Mellin-Olsen (1984) kalder strukturopfattelsen kan i planleegningsfasen bl.a. bruges
af forskere og leerere til at analysere, hvilke sammenhange mellem matematiske objekter og
regler, der er pa spil i originalkilden, og hvordan det giver anledning til at understgtte eleverne
i at formulere og forsta reesonnementer, nar de arbejder med GeoGebra. Dertil kommer, at et
fokus pa strukturopfattelsen og mulige strukturnet formentligt kan veere serligt
hensigtsmaessigt at bruge som udgangspunkt for en lgbende analyse af elevernes dialoger og
produkter i forbindelse med deres arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra
med henblik pa at kunne kvalificere leerernes dialoger med eleverne. Sidstnavnte fik ikke stor
opmarksomhed i analyserne undervejs under de forskellige afprevninger, men i den
retrospektive analyse synes det tydeligt at veere vigtigt i forhold til at kunne understatte
elevernes arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra med henblik pa at

understgtte deres muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence.



Summary

The overall purpose of this PhD thesis is to develop a set of didactical principles (guidelines),
which can support students’ possibilities to develop their reasoning competency, when they
work with the interplay between original sources and GeoGebra. Thereby this PhD thesis is
placed in the intertwinement between three research fields: 1) The history of mathematics,
including the use of original sources, 2) Digital technologies in mathematics education and 3)
Mathematical reasoning. Design Based Research is the methodological frame of the PhD
thesis. The thesis consists of three different sub-studies: 1) A review, 2) Analyses of selected
chapters in a textbook system and 3) Planning and analyses of teaching modules. These three

sub-studies are combined in a final discussion, a conclusion and further perspectives are drawn.

The analyses in the PhD thesis are based on four different theoretical or analytical distinctions.
The distinction between the receptive and the constructive facet of the reasoning competency
(Niss & Jensen, 2002; Niss & Hgjgaard, 2019) is used to support and qualify a visibility of
students’ possibilities to understand and produce mathematical arguments and reasoning.
Misfeldt and Jankvist (2018) characterizes an epistemic, a pragmatic and a justificational
mediation. Among others, they are inspired by Artigue (2002), Hanna (1989), Harel and
Sowder (2007), Rabardel and Bourmaud (2003) and Trouche (2005). These three types of
mediation characterized by Misfeldt and Jankvist (2018) relate to students’ mathematical
arguments, reasoning and proving, while working with digital technologies. Mellin-Olsen
(1984) distinguishes between a rule perception and a structure perception. In the PhD thesis,
this distinction is used to focus on to what degree the students’ arguments and reasoning build
upon related mathematical objects and rules. Mellin-Olsen (1984) also distinguishes between
static and dynamic reading. In the PhD study, this distinction is used to focus on the students’
reading of the original source and use of GeoGebra. Besides the four different distinctions,
Jensen’s (2011) description of the term historical consciousness is used to focus on the
students’ work with the interplay between original sources and GeoGebra, and to what extent
it can support their possibilities to develop a historical consciousness. This may be seen as a
means for further support of their possibilities to develop the reasoning competency, when they

work with digital technologies.

The resulting didactical principles (guidelines) consist of both a theoretical and a practical part.
The development of the didactical principles (guidelines) are based upon the three sub-studies

and are combined in the final discussion. The theoretical part is a construction of a model,



which visualizes appropriate combinations of the different terms included in the above
mentioned theoretical and analytical distinctions. The practical part consists of formulated aims
connected to the theoretical model and a scheme including questions, ideas and attention points.
These can be used as a possible starting point for researches and teachers, who want to work
with teaching modules that focus on the interplay between original sources aimed at supporting
the students’ possibilities to develop their reasoning competency. Related to the practical part,
it can be emphasized that it appears important to explicitly involve the students, allow them to
be curious and formulate their own mathematical arguments, while they are reading and trying
to understand the the original source while using GeoGebra. Their arguments do not have to
be the same as those used in the original source. Students’ work with GeoGebra might offer

and support other arguments.

In the light of the theoretical part, it can be emphasized, that it seems to be valuable to extend
Misfeldt and Jankvist’s (2018) definitions of pragmatic and epistemic mediations with Niss
and Jensen’s (2002) receptive and constructive facet of the reasoning competency. Especially,
when focusing on creating space for students’ dynamic reading, it seems to have the quality of
supporting the students’ possibilities to develop constructive facet of their reasoning
competency. Here the teacher’s dialogues with the students seem essential to support the
students’ possibilities to develop mathematical arguments and chains thereof. What Mellin-
Olsen (1984) calls the structure perception can, while planning a teaching module, be used by
researches and teachers to analyze, which structures between mathematical objects and rules
are included in the original source, and how these can give rise to support the students’ in
formulating and understanding mathematical arguments in their work with GeoGebra. Besides,
it seems to be valuable to focus on the structure perception and possible structural network in
the ongoing analyses of students’ dialogues and products related to their work with the
interplay between original sources and GeoGebra. Such analyses may qualify the teachers’
possibilities to enter into a dialogue with the students and thus further support their possibilities
to develop the students’ reasoning competency. This aspect did not get much attention in the
intermediate analyses in the different teaching modules. Yet, in the retrospective analyses it
seem to be an important issue while working with the interplay between original sources and
GeoGebra.
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1. Indledning

Omdrejningspunktet i ph.d.-projektet’ Matematikhistoriske originalkilder, rasonnements-
kompetence og GeoGebra pa mellemtrinnet er, hvordan der kan fokuseres pa samspillet mellem
matematikhistoriske originalkilder og GeoGebra pa en sadan made, at det understgtter elevers
muligheder for at udvikle deres matematiske reesonnementskompetence. Det overordnede mal
med projektet er at udvikle nogle didaktiske principper, der bade har et teoretisk og et
praksismaessigt sigte. Principperne funderes i en ramme, der er konstrueret pa baggrund af de
fire teoretiske og/eller analytiske distinktioner, der er det teoretiske omdrejningspunkt for

denne afhandling. De fire distinktioner er:

e Den undersggende og produktive side af resonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002).

e Epistemisk, pragmatisk og retferdigggrende mediering (Misfeldt & Jankvist, 2018), som
bl.a. er inspireret af Artigue (2002), Hanna (1989), Harel og Sowder (2007), Rabardel og
Bourmaud (2003) samt Trouche (2005).

e Dynamisk og statisk leesning (Mellin-Olsen, 1984).

e Regel- og strukturopfattelse (Mellin-Olsen, 1984).

De udfoldes yderligere i kapitel 3 “Teori”, hvor de bl.a. seettes i relation til begrebet historisk
bevidsthed (Jensen, 2011), som ogsa spiller en central rolle i ph.d.-afhandlingen.

Nerveerende kapitel indledes med en beskrivelse af den overordnede problemstilling for ph.d.-
afhandlingen samt de tilhgrende tre forskningsspergsmal. Derefter gives et indblik i, hvilke
forskningsfelter ph.d.-projektet primaert ligger inden for og skriver sig ind i. Kapitlet afsluttes
med tre begrundelser for at arbejde med ph.d.-projektet: 1) En forskningsmaessig begrundelse,
2) en undervisningsmaessig begrundelse og 3) en personlig begrundelse. Ph.d.-afhandlingen er
baseret pé et Design Based Research (DBR) forlgb bestdende af tre dele: Et review, én analyse
af leerebogssystemet Kontekst+ 4, 5 og 6 samt afprgvninger af undervisningsforlgb i praksis.
Sidstnaevnte bestar af én pilotafprgvning (0) og to regulere afprgvninger (1 og 2). | afprgvning

0 og 2 var Euklids fem forudsatninger, bog | (Eibe, 1897a), og Euklids seetning 6, bog 1V

1 Undervejs i nervaerende ph.d.-afhandling veksles der mellem at bruge betegnelserne ph.d.-projekt og ph.d.-
afhandling. Det skyldes, at der er delementer fra afprgvningerne, der af pladsmassige hensyn ikke kan veere med
i afhandlingen. Ligesom der undervejs i ph.d.-projektet ogsa har vaeret fokuseret pd andre teorier, teoretiske
distinktioner og termer end dem, som er endt med at indga i ph.d.-afhandlingen. Der streebes efter, at begnelsen
ph.d.-projekt bruges, nar der refereres mere generelt til ph.d.-projektet samt at betegnelsen ph.d.-afhandling
bruges, nér der refereres inden for afhandlingens rammer.
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(Eibe, 1897b), de originalkilder, der blev arbejdet med. Mens der i afprgvning 1 blev arbejdet
med et uddrag af Platons Menon? (Rangel-Nielsen, 1906).

Den overordnede problemstilling for ph.d.-afhandlingen lyder:

Hvilke didaktiske principper kan understatte, at elever far mulighed for at udvikle deres
raeesonnementskompetence, nar de arbejder med samspillet mellem originalkilder og

GeoGebra?
De tre forskningsspgrgsmal, der knytter sig hertil er:

FS1: Hvordan kan hidtidig forskning bidrage med designmaessige og teoretiske overvejelser i
forbindelse med planlaegning, gennemfarelse og analyse af undervisningsforlgb i

mellemtrinsklasser med fokus pa samspillet mellem originalkilder og GeoGebra?

FS2: Hvilke serlige didaktiske overvejelser rettet mod at understgtte elever i at arbejde med
koblingen mellem matematiske resonnementer og GeoGebra giver en analyse af
udvalgte kapitler fra et leerebogssystem anledning til at vaere opmaerksom pa?

FS3: Hvordan kan larere og elever pa mellemtrinnet arbejde med samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra pa en made, der understgatter, at elever kan udvikle deres

matematiske reesonnementskompetence?

I den overordnede problemstilling og FS3 henvises der til Niss og Jensens (2002) definition af
reesonnementskompetence. Samspillet mellem originalkilder og GeoGebra udger et spean-
dingsfelt, som bl.a. kan medvirke til, at eleverne udvikler det, Jensen (2011) kalder en historisk
bevidsthed. | naerveaerende ph.d.-afhandling ses det som et middel til at understatte og kvalifi-
cere elevernes muligheder for at udvikle en refleksiv tilgang til at arbejde med matematiske
reesonnementer. Det udfoldes i kapitel 3 “Teori” og sattes i relation til de gvrige teoretiske
distinktioner og termer, der danner udgangspunktet for det teoretiske afsat i ph.d.-afhand-

lingen.

De tre forskningsspgrgsmal leegger op til tre forskellige undersggelser i relation til den

overordnede problemstilling.

2 For inspiration til andre, der har arbejdet med Platons Menon som kilde i matematikundervisning, kan navnes
fx Chorlay, 2019; Ebert, Flusser, Kaplan, Kessler, & Sandifer, 2004).
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| FS3 indgar bade laeerere og elever som aktarer, der kan medvirke til at understatte, at eleverne
kan udvikle deres matematiske reesonnementskompetence. Det skyldes, at der i den retrospek-
tive analyse af afprgvning 1 og 2 bade er fokus pa larerens rolle, som den der introducerer
opgaver og stiller spargsmal til teksten samt samler op herpa undervejs i afpravningerne. Der
er ogsa fokus pa elevernes arbejde i makkerpar eller grupper, samt pa elevernes udsagn i felles
dialoger i klassen i forbindelse med introduktioner til eller opsamlinger pa opgaver eller
spargsmal. Sidst, men ikke mindst, er der fokus pa lzererens og elevernes indbyrdes dialoger

undervejs i deres arbejde med de forskellige opgaver.

Arbejdet med de tre forskellige forskningsspargsmal og revidering heraf har bade kert forskudt
og sidelgbende med hinanden undervejs i projektet. Derfor er indeveerende afhandling et
slutprodukt af en sammenfiltret og en gensidig givende arbejdsproces mellem de tre under-

sggelser, de tre forskningsspargsmal hver isar har lagt op til.

1.1. De tre forskningsfelter

Ph.d.-projektet skriver sig ind i tre forskellige forskningsfelter:

1. Matematikhistorie, herunder brug af originalkilder.
2. Brug af digitale teknologier i matematikundervisningen.
3. Matematiske reesonnementer og beviser.

Matematikdidaktik

Figur 1: Model — Projektets placering mellem tre forskningsfelter.
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Ph.d.-projektet placerer sig i spendingsfeltet mellem de tre forskningsfelter, men baserer sig
ikke pa eksisterende forskning i samme grad inden for hver af de tre felter. Dette ses i figuren
ved, at “HPM”-feltet (History and Pedagogy of Mathematics) er mgrkere end feltet “Digitale
teknologier”, som igen er morkere end feltet “Reesonnementer”. Det illustrerer, at der hoved-
sageligt treekkes pa HPM-litteratur, dernzst litteratur fra forskningsfeltet digitale teknologier
og mindst pa litteratur knyttet til reesonnementer. Dog er alle tre felter repraesenteret i
forbindelse med HPM-litteraturen. Der er ikke meget eksisterende forskning inden for span-
dingsfeltet mellem de tre felter og der synes ikke at vaere noget, der fokuserer pa lige netop
omdrejningspunktet og de teoretiske distinktioner, der er inddraget i denne afhandling. Pa den
baggrund kan det heaevdes, at et andet formal med projektet er at bidrage med ny viden inden

for spaendingsfeltet mellem de tre forskningsfelter.

Nogle af de matematikdidaktiske konferencer, der har relevans for dette projekt er fx HPM-
konferencen og ESU (European Summer University on the History and Epistemology in
Mathematics Education). Dertil kommer konferencer som MEDA (Mathematics Education in
the Digital Age) og ICTMT (International Conference on Technology in Mathematics
Teaching) i forbindelse med digitale teknologier. Der kan ogsa naevnes mere generelle matema-
tikdidaktiske konferencer som ICME (International Congress on Mathematical Education),
CERME (Conferences — European Society for Research in Mathematics Education) og PME
(Psychology of Mathematics Education).

1.2. Begrundelser

Dette begrundelsesafsnit har tre forskellige udgangspunkter: 1) En forskningsmaessig
begrundelse, 2) En praksismaessig begrundelse og 3) En personlig begrundelse.

1.2.1. Forskningsmaessig begrundelse

Forskningsmaessigt er projektet interessant set i lyset af de tidligere naevnte forskningsfelter.
Den danske matematikdidaktiker Mogens Niss (2007) stiller det retoriske spergsmal: “Why do
we research on the teaching and learning of mathematics?”” (Niss, 2007, s. 1293). Hertil svarer
han blandt andet, at malet med at bedrive forskning inden for det matematikdidaktiske felt er,
at den skal bidrage til at kvalificere matematikundervisning igennem hele uddannelses-
systemet, saledes at elever og studerende kan fa mere ud af matematikundervisningen bade til
deres eget og samfundets bedste. Neervaerende ph.d.-projekt retter sig mod mellemtrinnet. Men

en yderligere forhabning er, at resultaterne herfra kan bruges som afset til udvikling og
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forskning i forbindelse med at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra ogsa

i det gvrige uddannelsessystem.

Danske gymnasieelever har ofte ikke et udtalt blik for forskellige former for beviser og i den
forbindelse deduktive reesonnementer og aksiomer (Jankvist, 2008). Mange franske univer-
sitetsstuderende mislykkes i deres studier, fordi de ikke har kendskab til det matematiske “spil”,
nar det kommer til bl.a. at formulere formodninger, se sammenhange og mgnstre samt
udforske og producere formelle beviser (fx Bloch, 2003). | international matematikdidaktisk
forskning papeges det ogsa, at empiriske eksempler ofte er dem, elever lader sig overbevise af
(EMS, 2011) og at undervisning, der hovedsageligt leegger vaegt pa brug af empiriske eksemp-
ler forringer elevernes muligheder for at forsta og udfere generelle reesonnementer og beviser
(Harel & Sowder, 2007). Sinclair et al. (2017) papeger i et survey omkring geometri-

uddannelse, herunder ogsa brug af nye teknologier, at:

It appears that the fundamental issue of understanding the need for axioms and for
accepting some statements as definitions to avoid circularity has been largely
under-researched in the mathematics education community (though see Fujita,
Jones, & Miyazaki, 2011; Miyazaki, Fujita, & Jones, 2017). (s. 283)
Umiddelbart kan man sige, at ovenstaende i sig selv kalder pa studier, der fokuserer pa mere
generelle reesonnementer og aksiomatisk bevisfgrelse. | den forbindelse kan arbejdet med sam-
spillet mellem matematikhistorie, herunder originalkilder, og GeoGebra forhabentligt bidrage
ind i det felt.

Brugen af digitale teknologier stiger generelt i uddannelsesmassige sammenhange, hvilket
kreever, at bade elever, studerende og undervisere @ndrer deres praksis og lerer at arbejde
inden for den nye teknologiske kontekst (Trouche et al., 2013). Danske larere ligger helt i top,
nar det gaelder omfanget af deres brug af GeoGebra (Kristensen, 2017), hvilket synes at indike-
re, det er et program, der bliver brugt en del i en dansk undervisningskontekst. Mogensen et al.
(2016) pointerer, at en CAS-adgang ikke i sig selv giver en overordnet effekt pa elevernes
praestationer i grundskolen, men pa mellemtrinnet klarer drenge sig bedre, nar de har CAS-
adgang. Ligesom for CAS gealder det ogsa for dynamiske geometriprogrammer, at maden, de
bliver brugt pa i undervisningen, er essentiel for elevernes leringsudbytte (Hgjsted, 2020 med
reference til Jones, 2005). Digitale teknologier bliver i mange uddannelsesmassige henseender
hovedsageligt brugt saledes, at de far en pragmatisk verdi for de studerende, hvilket vil sige,
at de fungerer som et effektivt redskab til at lgse en given opgave (Artigue, 2002). Derfor er

det ogsa vigtigt at generere forskning, der kan medvirke til en kvalificeret brug af digitale
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teknologier. En brug hvor der ogsa er fokus pa, at de digitale teknologier kan skubbes i en
retning, hvor fokus er pa at udvikle elevernes matematiske forstaelse, altsa i en mere epistemisk
retning (Artigue 2002; 2010).

Jahnke et al. (2000) fremhaver, at serligt arbejdet med matematikhistoriske originalkilder kan
skaerpe og berige elevernes matematiske forstaelse. Tzanakis og Arcavi (2000) papeger, at
arbejdet med originalkilder kan udvide elevernes opfattelser af og syn pa matematikkens
karakter som faglig disciplin. Elever og studerendes arbejde med originalkilder kan ogsa
bidrage til at understette udvikling af deres matematiske kompetencer (Clark, 2015; Jankvist
& Kjeldsen, 2011). Hvis man ser ovenstaende i lyset af, at vi lever i et samfund, hvor matematik
spiller en stadig starre rolle ogsa med digitale teknologiers indtog (Johansen & Sgrensen, 2020)
ma det at kunne reesonnere matematisk, ogsa nar man beskaftiger sig med digitale teknologier,
ses som en vigtig del af malet med matematikundervisning i grundskolen (jf. Feelles Mél 2019°
samt i det Tvaergiende tema “IT og medier” i Laeseplanen 2019), bade ud fra et samfunds-
maessigt og et personligt perspektiv. Derfor synes det ligeledes at vare frugtbart at undersgge
samspillet mellem matematikhistoriske originalkilder og GeoGebra ngjere. Nar mellemtrinnet
er valgt, skyldes det dels, at der ikke findes meget eksisterende forskning herom og dels, at
begge dele ogsa var omdrejningspunktet for det speciale, jeg skrev sammen med en studie-
makker (Olsen & Thomsen, 2017). Her tog vi bl.a. udgangspunkt i arbejdet med originalkilder
og it, som bade mal og verktgj (Jankvist, 2009), overblik og demmekraft (Niss & Jensen,
2002), samt mathemacy (Skovsmose, 1994; 2006; Skovsmose & Nielsen, 1996). Her viste det
sig bl.a. at:

(...) it kan agere dasedbner for, at det er muligt for elever pa mellemtrinnet at
arbejde med originalkilder, fordi de med it kan eksperimentere med og afpreve det,
der star i originalkilderne. Arbejdet med originalkilder kan ligeledes kvalificere
elevernes arbejde med it, saledes at computerprogrammerne bade far en pragmatisk
og epistemisk veerdi for eleverne. Koblingen mellem matematikhistorie og it kan
ogsa understgtte den instrumentelle genese, altsa understgtte elevernes instrumen-
terings og instrumentaliseringsproces i arbejdet med computerprogrammer i den
forbindelse. Dertil kommer, at originalkilderne giver mulighed for, at eleverne far
en om-matematisk bevidsthed, der bl.a. gar dem opmerksomme pa forskellige
Black Box situationer. (Olsen & Thomsen, 2017, s. 143)

3 Igennem ph.d.-afhandlingen bruges blot betegnelsen Feelles Mal. Heri ligger implicit at det er Feelles Mal 2014,
der blev geeldende i 2015 og senere revidere til den udgave, der er i haftet for 2019. Der bliver refereret til
undervejs, hvis der bruges uddrag herfor.
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Derudover syntes det som om, der i mange andre henseender var undervisnings- og laerings-
massige potentialer i at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra pa
mellemtrinnet, som med fordel kunne undersgges yderligere. Et af dem kunne veere i hgjere
grad at fokusere pa at understgtte elevernes muligheder for at udvikle deres reesonnements-
kompetence.

Jankvist (2007) argumenterer for at brug af matematikhistorie i undervisningssammenhange
kan ses som et mal i sig selv og have et alment dannende fokus. Her referer Jankvist til
Blomhgjs (2001) definition af almendannelse, som refererer til Peters (1980) definition af
“almendannelse som almen uddannelse der er relevant for et liv levet under almindelige
betingelser” (Jankvist, 2007, s. 75). Dertil kommer, at Jankvist refererer til Siu (2000) og

citerer:

Studiet af matematikkens historie, selv om det ikke ger mig til en bedre
matematiker, ger mig til en lykkeligere mand, der er parat til at veerdsatte den
multidimensionale herlighed af disciplinen og dens relation til andre kulturelle
bestraebelser. (Siu, 2000, s. 8). (Jankvist. 2007, s. 76)
Pa den baggrund kan man havde, at et ph.d.-projekt som dette, hvor det at arbejde med
matematikhistoriske originalkilder er ensbetydende med, at der a&ndres pa nogle omstaendig-
heder i forhold til den geengse matematikundervisning og pa den baggrund muligvis gives nye
betingelser for at arbejde med noget, som kan bidrage til en personlig udvikling og dannelse
som et mal i sig selv. Det er dog ikke hovedformalet med projektet. Derfor traeder det heller
ikke 1 forgrunden, hverken i planlaegningen eller analysen af de afprgvninger projektet bl.a.
bygger pa — men det hilses da i den grad velkomment, hvis og nar det understattes hos
deltagerne undervejs i projektet.

De fire teoretiske distinktioner, der sarligt er i fokus i denne afhandling har forskellige sigter.
Distinktionen mellem den undersggende og produktive side af reesonnementskompetencen
(Niss & Jensen, 2002) kan siges at sigte mod arbejdet med matematiske argumenter,
reesonnementer og beviser. Distinktionerne mellem epistemisk, pragmatisk og retfeerdig-
gerende medieringer (Misfeldt & Jankvist, 2018) knytter sig til arbejdet med matematiske
argumenter, raesonnementer og beviser i arbejdet med digitale teknologier i matematik-
undervisningen. Distinktionen mellem en regel- og strukturopfattelse (Mellin-Olsen, 1984)
omhandler et mere overordnet syn pa matematik, men kan ogsa bruges mere konkret i forhold
til analysere sammenhange mellem forskellige matematiske objekter og regler. Mens

distinktionen mellem statisk og dynamisk laesning (Mellin-Olsen, 1984) hovedsageligt retter
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sig mod leeseprocesser. De kan ogsa udvides til at omhandle et historisk og nutidig brug af
sprogsystemer, som knytter sig til hhv. originalkilder og GeoGebra (jf. kapitel 3 “Teori”).

1.2.2. Praksismaessig begrundelse

Ud fra et praksismaessigt perspektiv er det vigtigt at pointere, at malet med at arbejde med
originalkilder i dette ph.d.-projekt ikke er, at eleverne skal bruge samme notationer, argumenter
og mader at bevise pa som i originalkilderne. Originalkilderne skal medvirke til at give eleverne
“another view of the landscape of mathematical concepts, techniques, and theorems” (Fried
2011, s. 22) end dem, der praesenteres i deres leerebgger og dem som maske ligger lige for, nar
de far adgang til at arbejde med GeoGebra. Sigtet er, at elevernes arbejde med originalkilder
kan medvirke til at kvalificere deres muligheder for at udvikle mere generelle matematiske
argumenter, reesonnementer og beviser, baseret pa deres arbejde med GeoGebra. Arbejdet med
samspillet mellem originalkilder og GeoGebra kan nappe betragtes som en geangs og typisk
undervisningssituation i en dansk grundskolekontekst. Derfor kan der i sig selv ligge en

undervisningsmaessig motivation i at udvikle og undersgge noget nyt i den sammenhang.

Derudover kan endnu en begrundelse fremhaves, som ogsa er at finde i tidligere omtalte

speciale, nemlig at det synes som om, der er en tendens til:

(...) at modellering er meget fremtreedende og hgjt prioriteret ift. at udvikle
matematikundervisning. Begrundelserne herfor er ofte, at det understotter
elevernes udvikling af demokratisk kompetence. Dette er vi for sa vidt ikke uenige
i, men vi ser en fare for, at en for ensidig fokusering pa modellering i grundskolens
matematikundervisning, risikerer at:

1. underprioritere arbejdet med den rene matematik, (...). (Olsen & Thomsen,
2017,5.12)
Dette er stadig en vigtig begrundelsesfaktor set ud fra et undervisningsperspektiv. Det er ikke
for at nedvurdere arbejdet med modellering i matematikundervisningssammenhange, snarere
tveertimod. Et fokus pa at understgtte eleverne i at udvikle deres reesonnementskompetence i
forbindelse med at koble arbejdet med “den rene matematik” og digitale teknologier forestilles

ogsa at kunne veere med til at kvalificere elevernes arbejde med modellering.

1.2.3. Personlig begrundelse

Min personlige begrundelse for at arbejde med matematikhistoriske originalkilder er, at jeg i
mit eget arbejde med originalkilder oplever en slags matematisk friseettelse og udfordring, hvor

jeg er pa opdagelse og skal lgse en gade bade sprogligt, matematisk, kulturelt, historisk og
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filosofisk. I denne sammenhang gar fx GeoGebra det blandt andet muligt at gare arbejdet med
originalkilder til et mere eksperimenterende arbejde. Jeg kan i hgj grad stille hypoteser, hurtigt
prgve dem af. Derudover muliggar arbejdet med originalkilder et sarligt fokus pa det matema-
tiske sprog, jeg har til radighed, som et arbejdssprog, jeg i hgjere grad bliver opmerksom pa,
eftersom det ofte adskiller sig fra det sprog, de begreber og notationer, der bruges i original-
kilderne. Farste gang jeg havde denne personlige oplevelse med originalkilder var, da jeg selv
studerede matematik didaktik pa DPU og skulle skrive et overblikspapir til sessionerne i forbin-
delse med “Matematikkens historie, anvendelse og filosofi i undervisningen” pa modulet
“Matematikkens didaktik”. Her arbejdede jeg med et uddrag af den franske matematiker
Francois Viétes (1540-1603) ligningslgsning, som var gengivet i Andersen (1986). Under det
arbejde blev jeg bl.a. opmarksom pa, at jeg kunne bruge GeoGebra til at undersgge og bedre
forsta, hvad der stod i kilden og at sproget i kilden pa mange mader var mere “visuelt” under-
stattet end det matematiksprog, jeg selv var vant til at bruge. Teksten repraesenterede pa sin vis
bade “euklidiske” og “algebraiske” tilgange*. P& den baggrund fandt jeg, at denne tekst ogsa
kunne vere velegnet i en nutidig undervisning, eftersom den kunne synliggare, eksemplificere,
at sprog, notionsformer og forslag til lgsninger pa problemer udvikles over tid, ligesom den
kunne bruges som en brobygning fra mere traditionel matematik til at arbejde med CAS og
dynamiske geometriprogrammer. Selv brugte jeg sidstnaevnte i mit eget arbejde med at forsta
teksten. Dertil kom, at jeg ogsa fandt det inspirerende, motiverende og engagerende, at Ander-
sen (1986) introducerede til Viétes liv som matematiker, som indledning til opgaverne og
beskrivelser i forbindelse med Viétes ligningslgsning. Arbejdet med at bruge GeoGebra til at
forsta Viete og hans ligningslgsning blev pa sin vis starten til min personlige interesse for at
arbejde med samspillet mellem brug af originalkilder og GeoGebra. Dertil kommer, at min
personlige interesse for at arbejde med samspillet ogsa er nart knyttet til mit engagement for
udvikling af matematikundervisning i grundskolen. En udvikling, jeg mener, kan kvalificeres
pa baggrund af relevant forskning knyttet hertil. Min personlige begrundelse omfatter altsa

ogsa de praksismassige og forskningsmaessige begrundelser.

1.3. Opsamling

Der synes altsd bade at vere teoretiske og praksismassige begrundelser for, hvorfor

nervaerende ph.d.-projekt kan bidrage til at kvalificere matematikundervisning. Derfor

“ Denne skelnen i forhold tilat arbejde med forskellige tilgange blev jeg bl.a. opmarksom pa fra Misfeldt (2014)
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udmentes de afsluttende didaktiske principper ogsa bade i et teoretisk bidrag og et
praksismassigt bidrag. | det lys kan ph.d.-afhandlingen ogsa bidrage med nye
sammensatninger af teoretiske distinktioner inden for samspillet mellem de tre ovennavnte
forskningsfelter: 1) Matematikkens historie, herunder laesning af originalkilder, 2) Digitale

teknologier i matematikundervisning samt 3) Matematiske raesonnementer og beviser.
1.4. Afhandlingens struktur og laesevejledningen

Nedenstaende model i figur 2 viser ssmmenhangene mellem de forskellige undersggelser, der
er knyttet til FS1, FS2 og FS3. De forskellige begreber inden for DBR udfoldes ikke i
praesentationen af modellen. Det bliver de til gengeeld i kapitel 4 “Design Based Research —

den metodologiske ramme”.

Forskningsspargsmal

/1 <\
.  FS1: Review N 21
FS2: Analyse - lzrebogssyste [
F3: Afprgvninger Afpravning 0L} Afpravning 1 ‘l_], Afprgvning 2 J
13 elever - 6. klasse 22 elever - 5. klasse 22 elever — 7. klasse

1 leerer 1 leerer 1 leerer
N
[ )d [ A)

|4 14

Forberedelses- og
designfasen

_|Det hypotetiske
leeringsspor
Dataindsamling

Den eksperimen-
terende fase

Det hypotetiske
leeringsspor
Dataindsamling

Den lokale retro-
spektive analyse
Det hypotetiske /
leeringsspor )
Ontologisk E/ <

innovation l
Den afsluttende retrospektive analyse

Enkeltvise analyser af henholdsvis review, leerebogsmaterialeanalyse og afprgvning 1 og 2
Samlet diskussion og de didaktiske principper

Konklusion
Perspektivering

Figur 2: Model — Sammenhznge mellem undersggelserne knyttet til FS1, FS2 og FS3 i afhandlingen.

Som der fremgar af pilene i modellen, er der mange forskellige sammenhange bade imellem
de tre forskellige undersggelser og inden for de tre forskellige afpravninger. Herunder en

forklaring tilhgrende de forskellige pile.

De dobbeltrettede pile mellem henholdsvis review og de tre afprgvninger samt mellem analyse

af lerebogssystem og afpravning 1 og 2 illustrerer, at arbejdet med de forskellige dele ogsa har
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spillet ind pa hinanden undervejs samt at det afsluttende review og den samlede analyse af
leerebogssystemet forst kan ses som et ferdigt produkt i denne monografi. Analysen af
lerebogssystemet startede under afprgvning 1 og har ikke som sadan spillet ind pa arbejdet
med reviewet. Set i lyset af hele ph.d.-afhandlingen er formalet med reviewet at give indsigt i
eksisterende forskning sarligt med udgangspunkt i HPM-litteraturen og pa baggrund heraf
formulere nogle a priori opmarksomheder, bade i forhold til det videre teoretiske og praktiske
arbejde med bade FS2 og FS3. FS2 legger op til en analyse af et leerebogssystem, der har til
formal at fremhaeve forskellige opmarksomheder i forhold til at planlegningen af afprgvning
log?2.

De enkeltrettede pile imellem de tre afprgvninger illustrerer dels, at afprgvning O har spillet ind
pa arbejdet med afprgvning 1 og afpravning 1 pa afprgvning 2. Derudover er der ogsa dele af
afprgvning 0, der direkte har spillet ind pa arbejdet med afprevning 2, eftersom det var den

samme originalkilde, der var i spil heri.

De cirkulare pile, der gar mellem forberedelses- og designfasen, den eksperimenterende fase
og den lokale retrospektive analyse illustrerer, at disse spiller ind pa hinanden. Lige savel som
den lokale retrospektive analyse af hver afpravning spiller ind pa planlegnings- og designfasen
osv. i den naste afprevning. Den lange dobbeltrettede pil i feltet “Ontologisk innovation”
illustrerer, at denne forfines undervejs i de forskellige afpragvninger, mens de to cirkelrettede
pile mellem den ontologiske innovation og den afsluttende retrospektive analyse illustrerer, at
den afsluttende retrospektive analyse er foretaget pa baggrund af afprevning 1 og 2. Sidst, men
ikke mindst viser de to yderste pile samspillet mellem forskningsspgrgsmalene, den samlede

diskussion, de didaktiske principper, konklusion og perspektivering.

Afhandlingen bestar af 9 kapitler. Nedenstaende er en kort beskrivelse af, hvad de fglgende 8

kapitler handler om.

Kapitel 2 “Review — iscenesattelse og baggrundslitteratur” har et dobbelt formal. Pa den ene
side skal det give et indblik i, hvor naerveerende ph.d.-projekt placerer sig i forhold til eksiste-
rende forskningslitteratur inden for spandingsfeltet mellem de tre forskningsfelter: 1)
Matematikhistorie, herunder originalkilder, 2) digitale teknologier i matematikundervisningen
samt 3) matematiske reesonnementer og beviser. Pa den anden side skal reviewet lede frem
mod at treeffe og begrunde de teoretiske valg, der danner baggrund for leerebogsanalysen og

for planleegning og analyse af afpravningerne.
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I kapitel 3 “Teori” udfoldes de fire teoretiske distinktioner og begrebet historisk bevidsthed. I
forbindelse med distinktionen den undersggende og produktive side af raesonnements-
kompetencen tolkes forskellige dele af KOM-rapporten (Niss & Jensen, 2002). De teoretiske
distinktioner og begrebet historisk bevidsthed sattes ogsa i relation til Folkeskolens

formalsparagraf, Fagets formal og Faelles Mal.

Kapitel 4 “Design Based Research — den metodologiske ramme” giver et indblik i forskellige
faser, definitioner og distinktioner med udgangspunkt i udvalgte tekster, der omhandler Design
Based Research. De prasenterede faser, definitioner og distinktioner sammenholdes Igbende i
kapitlet med en beskrivelse af, hvordan de bringes i spil i neervaerende ph.d.-afhandling.

I kapitel 5 foretages en analyse af lerebogssystemet Kontext+ for mellemtrinnet. Analysen
foretages med udgangspunkt i de fire teoretiske distinktioner og ses i lyset af begrebet historisk
bevidsthed og Fagets formal og Fealles Mal for faget matematik pa mellemtrinnet. Formalet
med analysen er at fa blik for didaktiske overvejelser, der kan bruges i forbindelse med

planlaegningen af afprgvningerne.

| kapitel 6 “Retrospektiv analyse af afprgvninger” gives en retrospektiv analyse af forskellige
nedslag fra afprevning 1 og 2 med udgangspunkt i de fire teoretiske distinktioner og begrebet
historisk bevidsthed. De 2 afprgvninger praeesenteres som hver deres case, der afsluttes med en
praesentation af pointer og fund fra analyserne. Ligesom hele kapitlet afsluttes med en felles
opsamling af pointer pa tvaers af de to cases samt en opsamling pa hvilke teoretiske

sammenhange, der synes at treede seerligt frem i den retrospektive analyse.

Kapitel 7 “Diskussion” indledes med et genbesgg til hver af de tre forskningsspargsmal med
henblik pa at lede hen til en besvarelse af den overordnede problemstilling i form af didaktiske
principper. De didaktiske principper bestar af en model, der pa baggrund af ph.d.-afhandlingens
tre delundersggelser viser hensigtsmassige sammenhange mellem termerne fra de fire
teoretiske distinktioner og termen historisk bevidsthed. Modellen bliver afsattet for at
formulere mere konkrete malsatninger til hver af de enkelte termer, der indgar heri.
Afslutningsvist formuleres didaktiske principper i form af spgrgsmal, opmeerksomheder og

ideer, der kan bruges i forhold til at planleegge undervisningsforlgb- og opgaver.

| kapitel 8 “Konklusion” samles der op pa ph.d.-afhandlingens mest fremtraedende bidrag og
fremadrettede opmarksomheder, der kan bruges i en videreudvikling af at fokusere pa

samspillet mellem originalkilder og GeoGebra.
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Kapitel 9 “Perspektivering” giver udvalgte bud pa, hvordan der overordnet kan arbejdes videre

med nogle af de opmarksomheder, der praesenteres i kapitel 7 og 8.
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2. Review — Iscenesaettelse og baggrundslitteratur

Formalet med dette review er at placere ph.d.-projektet i forhold til eksisterende forskning. Pa
den made kan eksisterende viden danne grundlag for nogle af de didaktiske, metodiske og
teoretiske valg, der treffes i forbindelse med udarbejdelse af laerebogsanalyse samt
planlegning og analyse af de tre afprgvninger, der tilsammen danner grundlag for
udarbejdelsen af de didaktiske principper, der praesenteres i afsnit 7.4 og 7.5. Nerverende

review tager udgangspunkt i forskningsspgrgsmalet FS1:

Hvordan kan hidtidig forskning bidrage med designmaessige og teoretiske
overvejelser i forbindelse med planlegning, gennemfgrelse og analyse af
undervisningsforlgb i mellemtrinsklasser med fokus pa samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra?

Malet med indeverende review er at svare pa FS1 samt at give et grundlag for at arbejde videre

med dele af hhv. FS2 og FS3 (jf. indledningen til Kapitel 1).

Forste afsnit i reviewet indledes med en beskrivelse af og en begrundelse for hvorfor, der er
valgt en hermeneutisk tilgang, og hvordan der arbejdes hermed i reviewet. Afsnittet afsluttes

med en praesentation af de overordnede emner, reviewet byges op omkring.

2.1. En hermeneutisk tilgang — Beskrivelse og begrundelse
Boell og Cecez-Kecmanovic (2010) giver bl.a. falgende beskrivelse af et hermeneutisk review:

Seeing a literature review as a hermeneutic process makes it evident that there is
no final understanding of the relevant literature, but a constant re-interpretation
leading (ideally) to deeper and more comprehensive understanding of relevant
publications. (s. 130)
Her fremhaver Boell og Cecez-Kecmanovic, at den hermeneutiske proces kan give anledning
til nye forstaelser, nye tolkninger samt fordre en kontinuerlig dybere forstaelse af den relevante
litteratur gennem laesning af teksterne i cykliske processer. Boell og Cecez-Kecmanovic (2010;
2014) laegger op til, at et hermeneutisk review hele tiden ekspliciterer en forholdende sig
vurderende til teksterne og pointerne heri i forhold til det forskningsspgrgsmal, der gnskes

besvaret. Sidstnaevnte kan som falge af reviewprocessen ogsa &ndres undervejs heri.

| falge Boell og Cecez-Kecmanovic (2014) tager et hermeneutisk review udgangspunkt i de

indledende ideer, fx et forelgbigt forskningsspargsmal. Derefter forestar sagning og udvelgel-

25



se af tekster gennem forskellige trin, som leder tilbage til forskningsspargsmalet, en evt. revide-
ring og ny iteration heraf. Boell og Cecez-Kecmanovic (2014) inddeler sggningen og

udveelgelsen af tekster i et hermeneutisk review i fglgende hovedtrin:

e Sggning — en beskrivelse af sggemetoder der har veeret taget i brug.

e Sortering af tekster ud fra forskellige kriterier.

e Udvelgelse pa baggrund af forskellige til- og fraveelgelseskriterier.

e Erhvervelse — en beskrivelse af hvilke tekster, der er tilgengelige fx ud fra et
sprogperspektiv.

e Lasning af de udvalgte tekster med notetagning.

o Identifikation af fx centrale termer.

e Raffinering — forfining af literattursggelsesprocessen pa baggrund af det foregaende.

Som naevnt ses denne samlede sggeproces, som en iterativproces, der kan kare over flere
omgange. Derudover beskriver Boell og Cecez-Kecmanovic (2014) en analyse- og fortolk-
ningscirkel, som skal ses i sammenhang med ovenstdende hovedtrin og primert placeres
mellem hovedtrinene “laesning” og “sggning”. Analyse- og fortolkningscirklen gennemlgbes
altsa sidelgbende med trinene “laesning”, “identifikation” og “raffinering”. Hovedtrinnene i

forbindelse med analyse og fortolkning er ifglge Boell og Cecez-Kecmanovic (2014):

o Kortleegning og klassificering — her klassificeres og beskrives relevante ideer og fund.

e Kritisk vurdering — her vurderes i hvilken grad de forskellige fund er brugbare i forhold til

det starre forskningsfelt og den eksisterende viden pa omradet.

e Udvikling af argumenter — her udspringer selve reviewet fra, med mindre der tages endnu

en tur i de hermeneutiske cirkler ud fra et revideret forskningsspgrgsmal. | denne fase

treekkes pointer og argumenter frem, som prasenteres og udgar selve reviewet.

Ovenstaende er blot en kort beskrivelse af nogle af de hovedpointer, Boell og Cecez-
Kecmanovic (2014) fremhaver vedrgrende udfarelsen af et hermeneutisk review. Med afsat
heri gives en kort begrundelse og beskrivelse af, hvordan denne reviewform bruges i naerveren-

de review.

Den hermeneutiske tilgang til reviewet er valgt, fordi den falder godt i trad med arbejdet med
et DBR-projekt (jf. kapitel 4), som ogsa i sin struktur bygger pa cykliske iterationer. Der har
saledes veret arbejdet med narvaerende review lgbende i hele ph.d.-projektet. Pa den baggrund
er der gennemfart flere iterationer i forbindelse med de forskellige ovenstaende fremhaevede

hovedtrin, som bl.a. har fart til labende andringer af FS1. | dette afsnit gives forskellige indblik
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i de indledende iterationer, mens der i de efterfglgende afsnit i reviewet hovedsageligt
fokuseres pa pointer i forhold til at besvare FS1, altsa de resultater, der danner grobund for den

resterende del af afhandlingen.

En veesentligt karakteristik ved et hermeneutisk review er, at tolkningen og forstaelsen hele
tiden udspiller sig i en vekselvirkning mellem del og helhed (Boell & Cecez-Kecmanovic,
2010). | dette review leegges der ikke pa forhand et bestemt teoretisk blik pa, hvordan forholdet
mellem del og helhed kan analyseres, bearbejdes og dermed forstas. Her ses forholdet mellem
del og helhed overordnet som en forstaelse af en tekstudvalgelse, hvor hver tekst kan betragtes
som en del, der spiller ind i den samlede forstaelse, og efterhanden som denne har udvidet sig
giver det anledning til nye laesninger af de enkelte tekster og pointer heri, som ses som en
dybere forstaelse af deleelementer af de enkelte tekster, der igen bidrager til en ny samlet
forstaelse af det udspandte forskningsfelt osv. Pa et mere konkret plan ses sammenhangen
mellem del og helhed som, at de pointer, der fremhaves fra de enkelte tekster (delene), danner
grundlag for de opsamlende opmarksomheder, der ses som fund i forhold til at beskrive,
hvordan eksisterende forskning kan bidrage med designmaessige og teoretiske overvejelser i
forbindelse med planlaegning, gennemfarelse og analyse af undervisningsforlgb i mellemtrins-
klasser, hvor der arbejdes med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra (helheden).

2.1.1. Sggning, sortering, udveaelgelse og erhvervelsesbaggrund

Udvalget af mulige tekster er fremkommet pa forskellig vis. | ferste omgang blev
sggemaskinerne ERIC og MathEduc taget i brug. Her sggtes bl.a. pa falgende kombinationer
af sggeord:

e History of mathematic AND competency

¢ Reasoning competency AND dynamics geometric environment
e History of mathematics AND ICT

e Classical mathematics AND ICT

e History of mathematics AND dynamic geometry environment

Det viste sig dog hurtigt, at det ikke ngdvendigvis var den mest givende sggemetode i forhold
til spaendingsfeltet mellem forskningsfelterne mellem: 1) Matematikkens historie, herunder
originalkilder, 2) digitale teknologier i matematikundervisningen og 3) matematiske
reesonnementer og beviser. Derfor &ndredes denne og som beskrevet i kapitel 1 udspringer
ph.d.-projektet hovedsageligt fra forskningsfeltet, der knytter sig til brugen af matematikkens
historie. Derfor udspringer sggningen af tekster hovedsageligt fra HPM-litteratur (History and
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Pedagogy of Mathematics). Her blev fx sggt efter tekster fra ICMI-studiet: “The Role of the
History of Mathematics in the Teaching and Learning of Mathematics” (Fauvel & van Maanen,
2000), papers og posters fra proceedings fra henholdsvis, CERME (Congress of the European
Society for Research in Mathematics Education) og ESU (European Summer University on
History and Epistemology in Mathematics Education). Derudover er der inddraget tekster fra
peer reviewede tidsskriftsartikler og bogkapitler, hvis de fremstod som relevante referencer i
nogle af de tidligere udvalgte tekster. Feelles for den inddragede litteratur er, at teksterne i fgrste
omgang er udvalgt pa baggrund af titler, derneest ved gennemlaesninger af abstracts, for til sidst
at blive valgt endeligt til eller fra pa baggrund af laesninger af hele teksten. Hovedudvalgel-
seskriteriet har veeret, at teksterne handler om arbejdet med samspillet mellem matematik-
historie, herunder originalkilder og digitale teknologier. Der er ogsa medtaget tekster, hvor
fokus er pa brug af originalkilder og kompetencer samt matematikhistorie og mere overordnede
dannelsesargumenter i den forbindelse. Tekster er sorteret fra, hvis de handler om at bruge it
og matematikhistorie i meget bred forstand i matematikundervisning. Her kan fx veere tale om
tekster, der handler om hvordan man kan bruge it som sggemaskiner i forhold til at finde
tekster, der handler om matematikkens historie eller nedslag i forbindelse hermed. Ligesom
tekster, der hovedsageligt omhandler, hvordan brug af matematikkens historie pavirker elevers
og studerendes beliefs ogsa er sorteret fra. | alt er dette review skrevet pa baggrund 107 tekster.
Heraf er nogle af teksterne medtaget, fordi de fremstar som referencer i forhold til seerlige
udvalgte pointer i forbindelse med nogle af de overordnede emner, der praesenteres senere i

dette afsnit og danner rammen for det resterende review. Det drejer sig om 36 af de 107 tekster.

Nogle af de tekster, der praesenteres i reviewet er skrevet undervejs i ph.d.-projektet. Det gaelder
fx konferencepapers, som jeg selv er forfatter eller medforfatter pa. Det betyder fx, at
introduktionen af Mellin-Olsens (1984) skelnen mellem mader at forsta regler pa bliver
praesenteret i reviewet som eksempler pa sma delpraesentationer af ph.d.-projektet undervejs i
projektforlgbet, samtidig med, at de yderligere medvirker til at danne grundlaget for udveelgel-

sen af de teoretiske distinktioner, der arbejdes videre med her i afhandlingen.
Ud fra et erhvervelsesbaggrundsperspektiv kan naevnes sarligt to perspektiver:

1 Tidsperspektivet — der er medtaget tekster fra 1980’erne frem til 2021. Det skyldes bl.a., at
Arcavi et al. (1982) er en af de farste empiriske tekster, der handler om, hvordan der kan
arbejdes med matematikhistorie i undervisningspraksis pa en hensigtsmaessig made
(Jankvist et al. 2015).
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2 Sprogperspektivet — der er kun medtaget engelsk eller nordisksproget litteratur. Det er pa
trods af, at jeg ved, at Arzarello og kolleger har arbejdet med samspillet mellem original-
kilder og GeoGebra pa italiensk, og at der inden for IREM (Institute of research on the
teaching of mathematics) i Frankrig findes materialer pa fransk, der kunne have veret
interessant for naerveerende ph.d.-projekt. Nogle af ideerne herfra er medtaget, eftersom de

ogsa er praesenteret i fx konferenceproceedings pa engelsk.
2.1.2. Kortlaegning og klassificering — De indledende interationer

Som beskrevet tidligere er dette review blevet til pa baggrund af flere iterationer. | forste
omgang blev teksterne forsggt klassificeret og kategoriseret efter, hvad de indholdsmaessigt

helt overordnet omhandler. Her udledtes 4 kategorier:

o Matematikhistorie, r&esonnementer og mere overordnede dannelsesmal
e Originalkilder, kompetencer og reesonnementer
e Matematikhistorie og digitale teknologier

e Originalkilder og digitale teknologier

Nogle af teksterne var svare at kategorisere, eftersom det ikke entydigt fremgar, om de enten
tager udgangspunkt i arbejdet med originalkilder eller matematikhistoriske problemstillinger.
Dertil kommer, at nogle af teksterne egentligt tager udgangspunkt i et mere overordnet
matematikhistorisk perspektiv og sa undervejs eksemplificerer noget ved at give eksempler pa
brug af originalkilder. Andre tekster tager udgangspunkt i et arbejde med originalkilder, men
dette navnes implicit og selve kilderne fremgar ikke tydeligt af teksten. Derfor forsggtes en ny
inddeling af teksterne efter typer af studier (inspireret af Jankvist, 2009). Det gav anledning til

fglgende kategoriseringer:

e Empiriske studier — forskningskarakter
o Deskriptive forlgb, der er afprovet i praksis — udviklingskarakter
e Tekster, der advokerer for brug af hhv. matematikhistorie og/eller originalkilder samt sam-

spillet mellem disse og digitale teknologier — undervisningspolitisk/pavirknings karakter

| farste omgang afgraensedes kategorien “Empiriske studier” af, om teksterne tog udgangspunkt
i et forskningsspergsmal. Dette viste sig dog alligevel ikke at veere tilstreekkeligt, eftersom flere
af teksterne ogsa her er svere at kategorisere. Flere tekster tager ikke udgangspunkt i konkret
formulerede forskningsspgrgsmal, men beskriver en systematisk undersggelse med metodiske
overvejelser, indsamling og bearbejdning af data samt fremlaeggelse af resultater. Dertil
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kommer, at flere af disse systematiske undersggelser er casestudier af fx et enkelt forlgb i en
klasse eller ift. enkelte udvalgte elever/studerende. Derfor blev overgangen pa sin vis ogsa
flydende til de studier, der var kategoriseret som deskriptive forlgb afprgvet i praksis. De
vurderedes saledes i hgjere grad at have et udviklingsgjemed end et forskningsgjemed. Med
andre ord, flere tekster befandt sig i en grazone imellem de to farste kategorier. Den sidste
kategori indeholdt tekster, der ikke baserer sig pa empiriske eksempler, men som hovedsageligt
ud fra et teoretisk perspektiv advokerer for brug af matematikhistorie og/eller originalkilder.
Disse kategoriseringsudfordringer ger, at dette ikke er kategoriseringer, der konsekvent
fremhaves i de fglgende afsnit.

Den sidste af de indledende kategoriseringer var basseret pa uddannelsestrin. Her blev teksterne

inddelt efter, om de hovedsageligt omhandlede:

e Mellemtrin

e Udskoling

e Gymnasium

e Universitet/lereruddannelse

o Efteruddannelse/workshops for praktiserende undervisere

e Hele uddannelsessystemet

Universitet og leereruddannelse er slaet sammen, fordi leereruddannelsen i mange andre lande
end Danmark er en universitetsuddannelse. Igen syntes det ikke helt enkelt at inddele teksterne,
eftersom nogle af teksterne omhandlede flere uddannelsestrin. Dog syntes det klart, at der var
flest tekster, der rettede sig mod gymnasiet, universitetet og hele uddannelsessystemet. Derefter
kom mellemtrinnet, sa udskolingen og der var ferrest tekster, der rettede sig mod praktiserende
undervisere. Umiddelbart synes ingen af teksterne at rette sig mod hverken indskolingen eller

farskole, ej heller mod serlige erhvervsuddannelser.

Det syntes altsa ikke sa enkelt endda at inddele teksterne ud fra ovenstaende kategoriseringer,
hvilket kan indikere, at de tekster, der indgar i reviewet har forskellig karakter bade i forhold
til indhold, men ogsa i forhold til analytisk tilgang og stringens. Nar det er sagt, sa indeholder
teksterne forskellige bud pa udfordringer og potentialer, nar der arbejdes med: 1) matematik-
historie, 2) originalkilder og 3) matematikhistorie, herunder originalkilder i samspil med
digitale teknologier. Selvom teksterne omhandler forskellige uddannelsesmassige trin, synes
mange af pointerne omkring udfordringer og potentialer ogsa verd at tage med i de didaktiske

valg, der praesenteres efterfalgende i afhandlingen og kobles til arbejdet med samspillet mellem
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originalkilder og GeoGebra pa mellemtrinnet. Derfor fremhaves uddannelsestrin i det falgende
kun, nar det vurderes, at det sarligt underbygger en pointe fra en tekst. Dog skelnes der mellem
brug af ordene elever og studerende, hvor elever bruges i forbindelse med pointer fra den
litteratur, der retter sig mod grundskolen, mens studerende bruges, nar litteraturen enten kun
omhandler uddannelsestrin efter grundskolen, eller hvis teksterne retter sig mod hele uddannel-

sessystemet.
2.1.3. Kortlaegning og klassificering, kritisk vurdering og argumentation

Den fjerde opdeling knytter sig til den sidste iteration og dermed den formulering af FS1, som
er en del af denne afhandling. Den er fremkommet pa baggrund af de farste lesninger af
teksterne i forbindelse med ovenstaende kategoriseringer. Under disse leesninger syntes

felgende opdeling af emner at kunne understgtte en besvarelse af FS1:

e Begrundelser for at bruge matematikhistorie

e Begrundelser for at bruge originalkilder

e Samsspillet mellem matematikhistorie, herunder originalkilder og digitale teknologier
e Opgave- og forlgbsdesign

e Lererens serlige rolle

Disse emner udgar hver isar overskrifterne pa et afsnit i reviewet. De er som sadan ikke udtryk
for en kategorisering af teksterne, men de udger en overskrift, hvorunder forskellige pointer
fra teksterne praesenteres. Pa den baggrund er de efterfalgende afsnit i reviewet basseret pa en
kritisk vurdering af de forskellige pointer fra forskellige tekster i forhold til at besvare FS1.
Derfor vil der ogsa blive henvist til nogle af teksterne flere gange, hvis forskellige pointer
herfra relaterer sig til hver deres emne, hver deres afsnit i reviewet. Hvert afsnit indledes med
en kort introduktion. Derefter en praesentation af de forskellige pointer og afslutningsvist en
kort opsamling pa seerlige opmarksomheder, der bidrager til designet af og den retrospektive
analyse af afprgvningerne. De korte opsamlinger tilknyttet hvert afsnit og den sidste afsluttende
opsamling pa hele reviewet anses i dette review for at tilhgre det trin af reviewprocessen, Boell

og Cecez-Kecmanovic (2014) kalder argumenter.

2.2. Begrundelser for at bruge matematikkens historie

I dette afsnit praesenteres forskellige pointer fra tekster, der omhandler begrundelser for og

udfordringer ved at bruge matematikhistorie i undervisningen.
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Jankvist (2007; 2008; 2009) opererer bl.a. med en opdeling imellem at bruge matematikhistorie
som veerktgj og som mal. Ifglge Jankvists skelnen bruges matematikhistorie som et vaerktgj,
nar der i undervisning fokuseres pa at understgtte elevernes eller de studerendes lering af
matematiske teorier, begreber, metoder, discipliner m.m. Nar historie bruges som mal
fokuseres der pa at understgtte en udvikling af eleverne eller de studerendes metaperspektiv pa
faget. Her ses historie som et mal i sig selv og retter sig mod en forstaelse af matematik som
en disciplin. Jankvist bruger ydermere betegnelserne in-isssues i forbindelse med veerktgjs-
perspektivet og Meta-issues® i forbindelse med malperspektivet. Jankvist indfarer denne
analytiske skelnen mellem verktgj og mal som en analytisk skelnen, der kan kvalificere sproget
omkring og dermed argumenterne for, hvorfor det er veerdifuldt at arbejde med matematikkens
historie i en uddannelsesmassig sammenhzang. Nogle af teksterne, der indgar i reviewet, er
skrevet fgr Jankvist italesatte disse analytiske distinktioner, og nogle af teksterne refererer til
distinktionerne og giver udtryk for et aktivt valg enten i forhold til at valge at arbejde ud fra
enten historie som mal eller som veerktgj eller som begge dele. Fried et al. (2016) fremhaver
med reference til Jankvists (2009) distinktion mellem historie som mal og som veerktgj, at det
at leese en originalkilde kan uddybe den matematiske forstaelse pa begge niveauer, bade i
forhold til at udeve og leere matematik samt i forhold til at reflektere over matematik.

Radford et al. (2007) fremhaver, at en af grundene til at bruge matematikhistorie i

uddannelsesmassige sammenhzange kan veere falgende:

History allow us to overcome Narcissus’ position one in which he could only see

himself as someone reflected in the mirror of his own ego. (s. 109)
Radford et al. Mener altsa, at matematikhistorie kan gie et horisont udvidende perspektiv bade
ud fra et mal og et veerktgjsperspektiv. Fauvel (1991) fremhzaver bl.a. at brug af matematikkens
historie kan medvirke til at &ndre elevers forstaelse af matematik, understgtte dem i at sammen-
ligne gamle og moderne etablerede veerdier af moderne teknikker samt, at brugen af matematik-
kens historie kan lede til matematiske diskussioner, som handler om matematik i samfundet ud
fra et kulturelt perspektiv. Disse begrundelser synes at falde godt i trad med en opfattelse af, at
brugen af matematikkens historie i matematikundervisning kan give de studerende et starre

udsyn og danne grundlag for refleksioner omkring dem selv i lyset af et historisk blik. Fried

5> Jankvists brug af in-issues og meta-issues er inspireret af begreberne om-, i- og med-matematik, som er
kategoriseringer hentet fra IMFUFA fra RUC.
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(2007) beskriver med henvisning til Saussure forskellen pa vidensformer, nar det kommer til

historie versus matematik:

(...) namely, that between genuinely different ways of knowing: historical vs.

mathematical (Fried and Unguru, 2001; Unguru, 2004), or, borrowing from

Saussurean semiotics (Saussure, 1974), diachronical vs. synchronical (Fried, 2004)

epistemologies. But | want to emphasize also that these epistemologies ought not

be taken as competing, as it were, but as complementary. (Fried, 2007, s. 204)
For at forklare denne komplementaritet tager Fried (2007) udgangspunkt i Saussures (1974)
tegnsystem og her mere specifikt i en skelnen mellem en synkron beskrivelse (fungerende
sprogsystemer) og en diakron beskrivelse (beskrivelse af sprogets historiske udvikling). Med
afsaet heri skriver Fried (2007), at processen fra at ga fra vores egen nuvaerende matematik,
gennem historien og sa tilbage til vores egen nuvaerende matematik kan ses som en bevagelse
mod en matematisk selvforstaelse, en slags matematisk veren, en egen selvforstaelse af at veere
et matematisk vaesen. Der er ingen grund til at tro, at de teknikker og tilgange, der bliver
undervist i i nutidige klasserum altid vil vaere de mest magtfulde veje til at lgse problemer i den
moderne verden (Fried, 2001). Fried (2001) ger med henvisning til Butterfield (1931/1951)
brug af begrebet “Whig” history, som betyder, at historien bliver brugt som en arsags-
virkningsforklaring — forstaet saledes, at ting i nutiden kan forstas og begrundes med direkte
henvisning til fortiden. Fried advarer mod en sadan historiebrug. Nar man arbejder med
matematikhistorie i uddannelsesmassige sammenhange, vil det altid vere et spgrgsmal om
fortid, nutid og fremtid (Fried, 2001). Kjeldsen et al. (in press) plederer for at tage
udgangspunkt i et historiesyn, som Jensens (2011) beskrivelse af en historisk bevidsthed, der
handler om en bevidsthed om at befinde sig i spendingsfeltet mellem fortid, nutid og fremtid.
I sadanne tilgange til arbejdet med matematikkens historie ligger ogsa, at de abner for, at
eleverne kan arbejde med og fa blik for forskellige lgsningsstrategier. Disse begrundelser kan
bade anvendes, nar man arbejder med matematikhistorie ud fra et mal- og fra et verktgjs-
perspektiv. Alle de ovennavnte begrundelser kan siges at knytte sig til en bade historisk,
kulturel og filosofisk tilgang til at arbejde med matematikhistorie i matematikundervisning.
Om denne sammenhang skriver Clark et al. (2016) bl.a:

In this wider context, history and epistemology of mathematics have an additional
important role to play in providing a fuller education of the community: not being
a natural science, but a formal science closer to logic—hence to philosophy—
mathematics has the ability inherent in itself to connect the humanities with the
sciences. (Clark et al., 2016, s. 136).
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Hong og Wang (2015) udferte et studie i en 6. klasse, hvor der var fokus pa at bruge
matematikhistorie til bade at introducere eleverne til Keplers personlige historie og som metode
til at finde arealet af en cirkel. Hong og Wang (2015) konkluderer bl.a., at brugen af historiske
materialer kan medvirke til at kreere undervisningssituationer, der ger det muligt for eleverne
at fa indblik i udviklingen af essentielle dele af matematikken, forsterke deres forstaelse og
understgtte en udvikling af deres problemlgsningsevne bl.a. ved hjealp af passende computer-

stattet undervisning.

Pa baggrund af et gennemfart pilotstudie, hvor 82 % af 360 undervisere pa 41 skoler bl.a.
svarede pa spgrgsmal omkring i hvor hgj grad, de veerdsatter matematikkens historie og om de
har laest om den, peger Siu (2006) bl.a. pa, at leerere vaerdsatter matematikkens historie, men
ofte ikke tager initiativ til at bruge den i deres undervisning. Endvidere konkluderer Siu (2006)
pa baggrund af de undersggelser, han har lest om brugen af matematikhistorie, at det ofte
fremhaeves, at brugen af matematikkens historie har en positiv effekt pa den affektive side, og
at der ikke er studier, der fremhaever, det samme galder for den kognitive side. Han papeger
endvidere, at det ikke ngdvendigvis er sadan, at studerende klarer sig bedre i tests, efter de i
korte forlgb har arbejdet med matematikkens historie, men formentligt kan man se nogle for-
dele for de studerende ved at arbejde med matematikkens historie pa den lange bane, bl.a. i
form af, at de studerende ser det at leere matematik som mere meningsfuldt, og at det vil veere
nemmere at arbejde med matematisk stof og give anledning til en dybere leering. Han frem-
haever ydermere, at en bevidsthed herom hos lzrerne bl.a. kan gere leerere mere talmodige og
mere humane (Siu, 1997/2000). Lim og Chapman (2015) viser pa den ene side, at studerende
klarede sig bedre i matematiske aktiviteter lige efter samt i et ar efter at have deltaget i en
intervention, der fokuserede pa brug af matematikkens historie. Pa den anden side havde nogle
studerende en negativ tilgang til arbejdet med matematikkens historie, fordi de ikke direkte
kunne se et sadant arbejde som relevant for deres eksamener og én studerende foreslog, at

matematikkens historie blev en del af deres eksamener.

I lyset af en dansk uddannelsesmaessig kontekst kan det fremhaves, at elever og studerende far
mulighed for at arbejde med en mere filosofisk vinkel, nar der tages udgangspunkt i de tre
former for overblik og demmekraft® i arbejdet med matematikhistorie, herunder originalkilder
(fx Jankvist & Iversen, 2014). Jankvist (fx 2010; 2011, 2013) papeger, at det kan vare frugtbart

& Her henvises til Niss & Jensens (2002) definitioner heraf i KOM-rapporten, som yderligere beskries i kapitel 3
i neerveerende afhandling.
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at arbejde med forlgb, der primeert fokuserer pa historie som mal og viser, at arbejdet med
matematikhistorie, herunder originalkilder, kan give anledning til en nuanceret og bred evalue-
ring af, hvad eleverne har faet ud af forlgbene. Han fremhaever bl.a., at det kan veere i form af

essays.
2.2.1. Opmeaerksomheder omkring brugen af matematikkens historie

Pointerne i ovenstaende afsnit er ikke knyttet til at arbejde med samspillet mellem
matematikhistorie og digitale teknologier, men er alligevel verd at indtenke i forhold til at
arbejde hermed. De opmerksomheder i forhold til potentialer og udfordringer, der tages med i
det videre arbejde er, at matematikhistorie kan bruges med det for gje, at eleverne far mulig-

heder for:

e at se, at den made de saedvanligvis arbejder med matematik, ikke er den eneste made, det
kan gares pa.

o at reflektere over, at teknikker benyttet i originalkilder og nutidige teknikker kan ses i lyset
af et semiotisk perspektiv, hvor sprogsystemers nutidige og udviklingsmassige beskrivelser
har betydning for de muligheder, der ligger heri. Her muliggeres et spandingsfelt, som ikke
skal ses som en arsags-virknings-reekke, men som et spandingsfelt, der kan understgtte
eleverne i at veere kreative “matematiske veesner”.

e atindga i diskussioner af mere filosofisk og kulturel karakter i forhold til at understgtte deres
muligheder for at udvikle reesonnementskompetencen. Med andre ord kan der fokuseres pa

historie som veerktgj og herigennem pa historie som mal.

2.3. Argumenter for at bruge originalkilder

Dette afsnit indledes med en beskrivelse af den eksisterende litteraturs seerlige argumenter for
at bruge originalkilder i matematikundervisningen. Derefter praesenteres eksempler pa forskel-
lige laesestrategier, der kan understgtte elevers og studerendes laesning af originalkilder. Afslut-

ningsvist fremlaegges udvalgte pointer fra tekster, der fokuserer pa mellemtrinnet.

Jahnke et al. (2000) pointerer pa baggrund af flere empiriske studier rettet mod forskellige
uddannelsestrin, at studerende bade kan berige og skaerpe deres matematiske forstaelse bl.a. i
forhold til reesonnementer, nar de arbejder med originalkilder ud fra et hermeneutisk perspek-
tiv, hvor der hele tiden veksles mellem del og helhed samt fortid og nutid, selvom det er klart,
at lzereren spiller en vigtig rolle i sammenhang hermed. Arbejdet med originalkilder har ogsa

potentiale til at understatte elevers og studerendes udvikling af matematiske kompetencer
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(Clark, 2015; Jankvist & Kjeldsen, 2011) samt deres syn pa matematiske aktiviteter og pa
matematik som disciplin (Tzanakis & Arcavi, 2000). Tzanakis og Arcavi (2000) foreslar, at
dette kan understgttes ved fx at arbejde med parallelpostulatet, da det bl.a. kan rejse
diskussioner omkring “more general meta-mathematical themes; on what is meant by proving
a proposition, or what is it to make a correct mathematical assertion” (s. 228). Derudover kan
studerende under deres arbejde med originalkilder ogsa leere om “the importance of definitions,
proofs and mathematical structure” (Arcavi et al., 1982, s. 33). Ifglge Smestad (2011b) er det
vigtigt at lade leererstuderende og lerere arbejde med, hvordan arbejdet med matematikkens
historie kan veere med til at kvalificere matematikundervisningen, sa et sadant arbejde ikke blot
ender med kun at inkludere anekdoter og biografier. Her mener han, brug af originalkilder kan
veere en mulighed. Udover ovenstaende argumentationer for at arbejde hermed i undervis-
ningen i forhold til at kvalificere de studerendes lering, preesenterer Arcavi og Isoda (2007) et
studie, der viser, at arbejdet med originalkilder ogsa kan medvirke til at udvikle leerer-

studerendes og leereres kompetencer til at lytte til deres studerende og elever.

Der er flere forskellige tilgange til at arbejde med originalkilder, men flere tekster fremstiller
det som veerdifuldt at fokusere pa, at originalkilderne praesenterer en anden matematisk diskurs
end den, eleverne eller de studerende er vant til. Det kommer bl.a. til udtryk, nar Can et al.
(2018) pointerer, at arbejdet med originalkilder kan give elever og studerende muligheder for
at deltage i forskellige matematiske diskurser og dermed understotte deres lering af
matematiske objekt- og meta-niveau-regler. Her refererer de til Sfards (2008) teori om
“commognition”, tenkning som kommunikation. Mennesker kommunikerer bade intra-
personelt og i forskellige feellesskaber. Inden for teorien om commognition anses matematik

som en diskurs, der indeholder bade object-level rules og metarules:

In mathematics, the relevant metarules are those that govern the activity of proving.

More generally, object-level rules are narratives about regularities in the behavior

of objects of the discourse, whereas metarules define patterns in the activity of the

discursants trying to produce and substantiate object-level narratives. (Sfard, 2008,

s. 201)
Kjeldsen og Blomhgj (2012) henviser ogsa til Sfard (2008) og leegger veegt pa, at arbejdet med
originalkilder kan laegge op til, at der kan opsta commognitive konflikter for de studerende, nar
de mader forskellige matematiske diskurser. De commognitive konflikter anses inden for
denne teoriramme for at kunne vare et afset for leering. Jankvist (2010) beskriver ligeledes

med henvisning til Sfard:
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Sfard then roughly reasons that mathematics is a way of thinking, thinking is a form

of communication, communication is a discourse, and therefore mathematics is

itself a discourse. Thus, if thinking is what changes when one understands or learns,

this means that understanding or learning mathematics is the same as changing the

discourse (Sfard, 2008a). (Jankvist, 2010, s. 63)
Her fremhaever Jankvist (2010) vigtigheden af at bringe forskellige diskurser i spil i matematik-
undervisning for at understette elevernes forstaelse og leering. Dertil kommer, at Jankvist og
Kjeldsen (2011) identificerer potentielle forankringspunkter mellem meta-issues og in-issues’
og viser relevansen heraf i arbejdet med at understatte studerendes bevidsthed om og forstaelse

af forskellige mader og forudsatninger for at kunne arbejde med argumentationer og beviser.

Flere tekster har fokus pa selve det at lese originalkilder, fordi det i sig selv kan vere en
udfordring at leese det gamle sprog og samtidig arbejde med forskellige matematiske ideer,
teoremer osv. Nogle af laesestrategierne praesenteres som falger:

e Jahnke et al. (2000) og Fried et al. (2016) pleederer for at bruge en hermeneutisk tilgang i
forbindelse med at lese og arbejde med originalkilder. Her lzegges der vaegt pa at understgtte
de studerendes arbejde med originalkilder ved bade at give dem opgaver, der udvider deres
forstaelse og satter dem i situationer, hvor de skal reflektere over kontrasten mellem
historiske og nutidige begrebsforstaelser. Med disse opgaver sgges det at udfordre de
studerende til at:

(...) think oneself into the situation of persons living at a time long ago requires to
be able to argue from the assumptions of these persons, to use their symbols and
methods of calculation. This poses completely new demands on the students’
abilities to argue and to prove mathematically. (Fried et al., 2016, s. 218)
e Barnett et al. (2014) er bl.a. med reference til Jahnke et al. (2000) ligeledes fortalere for og
brugere af en hermeneutisk tilgang samt brug af Sfards teori om leering som kommunikation
i deres arbejde med leesning af originalkilder i matematikuddannelsesgjemed. Barnett et al.
(2014) kalder den tilgang, de beskriver for “guided reading”, guided laesning. Den baserer
sig pa nogle serligt tilrettelagte moduler, der gennem veltilrettelagte opgaver har fokus pa
matematikkens historie og laesning af originalkilder. Disse moduler satter scenen for en

fleksibel klasserumsbrug, hvor de studerende ses som aktive aktgrer, der via en “read,

" Sfards definition af object-level rules og metarules ligger hovedsageligt inden for det, Jankvist kalder in-issues,
mens meta-issues hos Jankvist ogsa kan siges at reekke udover Sfards definition af metarules. Meta-issues kan
have en mere almendannelsesmaessig karakter og vaere et mal i sig selv (se fx Jankvist, 2007).

37



reflect, respond”-strategi fordres til at ga i interaktion med teksten via forskellige givne
opgaver. Opgaverne, de studerende arbejder med i disse moduler, knytter sig bl.a. til forskel-
lige tekststeder i originalkilder. Disse settes ind i historiske sammenhange undervejs.

Tanken bag opgaverne er at understgtte, at de studerende far mulighed for at:

(...) develop their own understanding of concepts and theory, and to reflect from
the primary source on the evolution of standards of rigor, and of the nature of proof,
definitions, notation, terminology, etc. (Barnett et al., 2014, s. 10)

Barnett et al. (2014) beskriver flere mal med at arbejde med originalkilder. To af dem

praesenteres saledes:

Recasting this discussion in linguistical language from Saussure (1974) that has

been studied by Fried (2007), one goal of a hermeneutical reading of primary

sources is to understand the diachronic development of topics in modern

mathematics, i.e., their development across time. Another of our overarching goals

is to develop and improve students’ ability to create and articulate mathematical

arguments. (Barnett et. al, 2014, s. 23)
Chorlay (2019) beskriver et arbejde med Platons tekst “Menon” afpravet i en 5. og 6. klasse,
der ogsa er inspireret af en hermeneutisk tilgang. Her beskriver han med reference til Cébe
0g Goigoux (2009) bl.a. forskellige laesestrategier, der kan bruges i et arbejde med at laese
historiske tekster med elever pa disse klassetrin. De laesestrategier, Chorlay (2019)
praesenterer, har fokus pa, at eleverne skal vaere aktive og understgttes i at blive i stand til at
regulere deres egen laeseproces. Derfor skal man undga lange lister af detaljerede spgrgsmal,
men i stedet sparge til elevernes egne grader af forstaelse. Man skal undervise eleverne i, at
der er forskel pa, hvad teksten siger, og hvad det giver anledning til, at leeseren kan udlede
heraf. | den forbindelse pointeres det, at alle har deres egen made at forsta en tekst pa, men
at man ogsa skal sigte mod en falles forstaelse af teksten i klassen. Eleverne kan blive sat
til at reflektere over matematikerens karaktertreek i form af tanker, motiver, fglelser og
bevaggrunde i forhold til personens viden og reesonnementer. Eleverne kan leere at huske
0g give teksten mening ved konstant at reformulere og omskrive teksten. Chorlay (2019)
papeger endvidere, at det er vigtigt, at formalet med at laese teksten er tydeligt for eleverne,
fordi de dermed har mulighed for at veelge laesestrategier, der passer hertil. Laereren kan
forklare ordene i teksten bade far og efter, men eleverne skal have muligheder for at se, at
leseren kan opstille hypoteser i forbindelse med teksten og nye ord. Som opsamling pa sine

forslag til tekstlaesningsstrategier skriver Chorlay:
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In summary, beyond the specific content-related goals (shapes, area,
proportionality), we wanted students to experience argumentation in a
mathematical context, by reading — but also by reformulating, complementing,
assessing, or providing — arguments. Since the opportunity to do this was provided
by a long and difficult text, these meta-tasks were intertwined with less specific —
but just as challenging — text-reading tasks. (Chorlay, 2019, s. 408)
De tre ovenfor beskrevne laesestrategitilgange er overordnet inspireret af en hermeneutisk
tilgang til at arbejde med matematikhistorie, herunder originalkilder. Den hermeneutiske
metode leder studerende hen imod bedre resultater i deres matematiske formaen (Glaubitz,
2010), og det understgtter ogsa et hgjere niveau af undervisning, hvor de studerende gives bade
ansvarlighed og frihed. Ifglge Glaubitz (2010) kan denne tilgang ‘“arouse the students’

epistemic curiosity” (s. 358).

Med reference til Bussis (2000) arbejde med at bade gamle og nye redskaber indeholder
matematisk viden, som kan blive synligt gennem studier, gennemfgrer Deligianidis og
Nikolantonakis (2019) et studie i en 6. klasse, der fokuserer pa at studere og rekonstruere
redskaber baseret pa historiske kilder og som har til formal at understgatte eleverne i at udvikle
deres forstaelse af proportionalitet. De brugte den historiske kilde som afset til, at eleverne

kunne konstruere et redskab, forklarer de:

Then, we presented a translated excerpt of the historical text, entitled La géométrie

et pratique générale d'icelle, (Errard, J., 1594) which describes an instrument

suitable for measuring inaccessible distances. The pupils constructed a similar

instrument, according to the instructions of the text and used it during their

experimental work to discover the properties of Proportions of the similar triangles

formed via the use of the tool. (Deligianidis & Nikolantonakis, 2019, s. 305)
Eleverne brugte disse maleredskaber til at male med i skolegarden. Efterfglgende diskuterede
de bl.a. deres resultater i klassen og sammenlignede disse. Deligianidis og Nikolantonakis’
(2019) kvalitative analyse viste, at eleverne ved at arbejde pa denne made brugte forskellige
undersggelsesmetoder og mangesidige reesonnementer i forbindelse hermed. Eleverne var ogsa
motiverede for at prove at lgse problemer, de ikke kunne kontrollere. Derudover lgste eleverne
bade en pre- og en posttest, som bade viste, at eleverne efterfglgende svarede mere rigtigt pa

de givne spargsmal og at de i det hele taget svarede pa flere spgrgsmal.

Radford (2014) papeger, at det er vigtigt at have en opmarksomhed sarligt rettet mod, hvilken
type af historiske originalkilder, det er vigtigt at bruge i forhold til det formal, man arbejder

med. Smestad (2011a) papeger, at et af problemerne ved at arbejde med originalkilder er, at
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der kun er fa tilgengelige originalkilder pa norsk, hvilket kan bevirke, at det er svarere for
undervisere at kaste sig ud i et arbejde hermed. Derudover mangler der i nogle tilfelde ogsa
ressourcer, nar det kommer til at kvalificere og udbrede arbejdet med originalkilder. Det kan
fx veere i form af uddannelse, kurser og didaktiske ressourcer (Gulikers & Blom, 2001; Siu
2006; Tzanakis & Arcavi, 2002). Mangel herpa er argerlig, eftersom workshops der handler
om matematikkens historie, herunder originalkilder bl.a. ifglge Arcavi et al. (1982) kan veere
givtige for de leerere, der deltager. Sddanne workshops kan understette, at leerere far et udvidet
indblik i matematikhistorie, men ogsa en udvidet forstaelse af selve matematikken, der indgar
heri samt, at de far blik for nye didaktiske overvejelser, der kan udspringe af at arbejde hermed
(Arcavi et al., 1982).

2.3.1. Opmeerksomheder omkring brugen af originalkilder

Foranlediget af pointerne fra ovenstaende afsnit, er de opmerksomheder og teser, der tages

med i det videre arbejde som falger:

e arbejdet med originalkilder kan understgtte elevers matematiske forstaelse for og kreative
skaben af matematiske reesonnementer.

e det er veesentligt, at de studerende og eleverne far en forstaelse for forskellige typer af
beviser, definitioner, notationer, termonologier osvé,

e (et er vigtigt, at eleverne understattes i deres leesning af teksterne, hvilket bl.a. kan gares
ved tilretteleeggelse af forskellige opgaver eller ved felles introduktioner og dialoger i
klasserne.

e det er vigtigt, at det ekspliciteres over for eleverne, at de skal gve sig i at forsta og selv skabe
matematiske argumenter, reesonnementer og beviser.

e de redskaber, der ligger til grund for fx konstruktioner i originalkilderne, kan ogsa bringes i
spil i forlgbene.

e det kan veere givtigt at forsgge at skabe nogle far- og efter-situationer, der giver indblik i,

om eleverne handterer efter-situationen anderledes end far-situationen.

8 Dette lzener sig maske snarere op ad tankegangskompetencen, repreesentationskompetencen samt symbol- og
formalismekompetencen (Niss & Jensen, 2002). | Feelles Mal er reesonnement og tankegang slaet sammen til én
kompetence. Det samme geelder for repraesentations- og symbolkompetencen. Formalismekompetencen er udeladt
i Falles Mal. | ph.d.-projektet fokuseres der serligt pa reesonnementskompetencen, men ogsd pa
tankegangskompetencen (jf. kapitel 3), hvilket synes at give god mening i lyset af ovenstdende tekster.
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e den synkrone og diakrone forstaelse i forhold til at arbejde med sprogsystemer synes igen
at blive fremhavet som en vigtig pointe i forhold til at arbejde med matematikhistorie og

originalkilder.

2.4. Samspil — matematikkens historie, herunder originalkilder og digitale teknologier

I det her afsnit fremhaves forskellige argumenter i relation til at arbejde med samspillet mellem
matematikkens historie, herunder originalkilder og digitale teknologier. Teksterne der refereres
til tager afsat i brugen af forskellige digitale teknologier, fx: GeoGebra, Mathematica and
Cabri-Géometre. Nogle af teksterne fokuserer pa CAS og andre tekster fokuserer pa dynamisk
geometrisoftware. | afsnittet refereres der hovedsageligt til disse under samlebetegnelsen

digitale teknologier.

Selvom meget af litteraturen advokerer for at bruge matematikkens historie og originalkilder i
matematisk uddannelse, synes det stadig ikke at veere seerligt udbredt. Van Maanen (2000)
fremhaver i Nagaoka et al. (2000), at den mulige grund hertil kan veere, at leerere er frygtfulde,

fordi arbejdet med historiske kilder tager leengere tid:

This fear may be justifiable in the short run. It is the long-term growth in
understanding, however, which is at stake. The advantages argued for history in
general, and non-standard media support in particular, are to do with the overall
educational experience and the development of the learner over time. (s. 332)
Her er digitale teknologier inkluderet i det, der kaldes “non-standard media support”. Det
papeges, at det kan veere svert at se resultatet af at arbejde med bade matematikkens historie
og brugen af digitale teknologier pa kort sigt. | de foregaende afsnit, der fokuserede pa brugen
af matematikkens historie, herunder originalkilder har samme pointe veret fremhavet. Derfor
er det ogsa en opmarksomhed, der ma formodes at geelde arbejdet med samspillet mellem

originalkilder og GeoGebra.

Isoda (2004) argumenterer for at arbejde med kombinationen af historiske tekster og redskaber
samt digitale teknologier, da det kan understatte en forstaelse af matematiseringsprocesser.
Dertil kommer, at studerendes arbejde med historiske tekster og redskaber kombineret med nye
redskaber kan synliggere, at matematisk aktivitet er en menneskelig bestreebelse (Isoda, 2004).
Arbejdet med dynamisk geometri kan give studerende muligheder for pa nye mader at

genopleve og genopdage at bruge klassisk geometrisk intuition (Isoda, 2000a):

One of the major pedagogical concerns for many years has been that students have
lost the opportunity to experience classical geometrical intuitions, which are not
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replaced by a haze of algebraic symbols; DGS begins to offer chance to re-

experience some age-old intuitions. (Isoda, 2000a, s. 354)
Matematikkens historie kan i den forbindelse ogsad tjene som et didaktisk redskab i
undervisningsgjemed, saledes at der kan fokuseres pa, hvordan man velger det rigtige digitale
veerktgj (Isoda, 2000b). Isoda (2004) refererer til Bartolini-Bussi (2000) og fremhaver, at hvis
matematik og matematisk aktivitet skal ses ud fra et synspunkt om, at matematiske klasserum
skal indeholde varierede typer af leringsaktiviteter, hvor redskaber har en serlig funktion, sa
er det ikke muligt at “cut the relations between computer software and mathematical ideas.
History of mathematics is best resources for tools in mathematics” (Isoda, 2004, s. 229). Det
falder i trad med Isoda (1998), som henviser til Dennis og Confrey (1997) og papeger, at man
ved at sammenholde Descartes’ (1637) brug af redskaber med det at bruge dynamiske
geometriprogrammer kan arbejde med overgangene mellem euklidisk geometri og analytisk
geometri. Isoda (1998) fremhaver, at der ligger matematiske begreber skjult i forskellige
matematiske redskaber og mader, man kan arbejde med dem pa. Derfor kan studerendes
eksperimenterende arbejde med redskaberne medvirke til, at de studerende kan fa de skjulte

begreber frem i lyset, og det kan understgtte deres matematiske refleksioner (Isoda, 1998).

Furinghetti og Radford (2008) beskriver nogle uddannelsesmessige muligheder ved at arbejde
med kombinationen af brug af matematikkens historie og dynamisk geometrisk software. |

forhold til at arbejde med historie fremhaver de:

(...) students are required to deal with problems that belong to a cultural
mathematical tradition. This tradition has its own concepts, methods and ideas
(e.g., what is taken to be relevant, what is considered to be an evidence, a proof,
etc.). These concepts, methods and ideas have been established and refined over
the course of centuries. (s. 644)

Deres argumentation bygger pa, at de ser matematiske problemer, som varende berere af
menneskelig intelligens — og det er dynamisk geometrisk software ogsa. Furinghetti og Radford

(2008) beskriver ogsa relationen mellem ontogenetisk og fylogenetisk udvikling, altsa relatio-

nen mellem det enkeltes individs udvikling og sleegtens/artens udvikling:

In getting acquainted with the mathematical tradition, the students then mobilize
cultural tools that connect cultural concepts with their ontogenetic understanding
in ways that do not really reveal an alleged recapitulation but rather unveil the
encounter of the ontogenetic and phylogenetic developments. This encounter is
produced by the effects of the school as a sociocultural institution (Bosch &
Chevallard, 1999) equipped with a complex system of knowledge acquisition
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(teachers and other adults, a chronologically ordered curriculum, spaces of

interaction, routines of socialization, experimentation, feedback and so on.). (s.

644)
Furinghetti og Radford (2008) refererer til Bosch og Chevallard (1999) og pointerer, at det at
se skolen, uddannelsessystemet, som en sociokulturel institution med alt, hvad det indeberer,
spiller en vigtig rolle, nar det kommer til, at elever og studerende bliver bekendt med den
matematiske tradition, som ogsa inkluderer de forskellige verktgjer, forskellige traditioner
tilbyder og er udviklet af. Furinghetti og Radford (2008) giver ogsa et andet blik pa at arbejde
med matematikhistorie, herunder originalkilder og digitale teknologier. Her refererer de til

Bartolini-Bussi og Mariotti (2008) og skriver:

(...) human activities are mediated by diverse kinds of tools, artifacts, languages

and other systems of signs which, Vygotsky argued, are a constitutive part of our

cognitive functions. Most important, these systems of signs, as well as tools and

artifacts, are much more than technical aids: They modify our cognitive

functioning. (Furinghetti & Radford, 2008, s. 632)
Menneskelig aktivitet ses her som medieret af redskaber, artefakter, sprog og andre
tegnsystemer. Derfor har artefakterne m.m. ogsa indflydelse pa vores kognitive funktioner.
Mariotti (fx 2002; 2012) arbejder med at understgtte elevers reesonnementer og bevisfarelse i
det dynamiske geometriprogram Cabri. Mariotti refererer bl.a. til Arzerello et al. (1998),
Arzarello et al. (2002), Olivero (2002) samt Baccaglini-Frank og Mariotti (2010) og beskriver,
hvordan forskellige typer af dragging kan understgtte elevers arbejde med at se sammenhange
mellem praeemisser og konklusioner inden for Euklidisk geometri. Arzarello et al., 2007 frem-
haever endvidere, at dragging som feedbackform kan spille en vigtig rolle for studerendes
forstaelse og lering: “This dragging dialectic makes its accessible a ‘jeu de cadre’, in the sense

of R. Douady between Euclidian geometry and algebraic varieties” (s. 320).

Zengin (2018) udfarte et studie med leererstuderende pa et modul om matematikkens historie,
hvor det viste sig, at arbejdet med GeoGebra i forbindelse hermed understgttede de studerendes
leering i forhold til begreber, teoremer og beviser. Zengin (2018) refererer ogsa til Bartolini-
Bussi og Mariotti (1999) og skriver, at dynamisk geometrisk software “also helps to investigate
how connections exist within the historical mathematics problems and the harmony between
the units forming the mathematical concepts” (Zengin, 2018, s. 2). Aguilar og Zavaleta (2015)
foreslar, at digitale teknologier kan opfattes som et instrument, der medierer viden, nar man
arbejder med uddrag fra originalkilder. Aguilar og Zavaleta (2015) refererer til Gulikers og
Blom (2001) og skriver:

43



We believe that these types of proposals that combine history and the use of
technology should be further developed since, on the one hand, the use of history
in the teaching of geometry can have a motivational value to students (Gulikers &
Blom, 2001), and, on the other hand, the use of technology can add meaning to the
concepts studied in the mathematics classroom by making evident the relationship
between the different contexts of representation (such as the numerical, algebraic,
and geometric). (s. 398)
Saledes fremhaever Aguilar og Zavaleta (2015) ogsa, at brugen af teknologi kan give mening
til de begreber, der bliver studeret ved at validere sammenhangen mellem forskellige repraesen-

tationer.

| forlengelse heraf kan det ogsa vaere veerd at fremhaeve det, Haspekian (2005; 2014) kalder
instrumental distance, afstanden mellem de muligheder papir, blyant, lineal og passer giver pa
den ene side og sa de muligheder digitale teknologier, som fx GeoGebra, pa den anden side
giver. Arbejdet med samspillet mellem originalkilder og digitale teknologier kan understatte
elever, studerende og lerere i at arbejde refleksivt med den instrumentelle afstand (fx Jankvist

& Geraniou, 2019; Thomsen & Clark, in review).

Nar man arbejder med klassiske matematiske begreber, kan den hurtige feedback, som digitale
teknologier giver, kvalificere elevernes begrebsforstaelse (fx Caballero-Gonzalez & Bernal-
Rodriguez, 2011). Digitale teknologier understgtter elever og studerendes forstaelse og giver
dem mulighed for at generalisere, nar de arbejder med matematiske problemer (Burke &
Burroughs, 2009). Kidron og Zehavi (2002) viser dog, at digitale teknologiers visualiserings-
muligheder kan udgere et problem for nogle studerende i forhold til at udvikle en formel
begrebsforstaelse. Nar de studerende efter at have brugt digitale teknologier arbejder uden,
husker de stadig pa deres arbejdsproces fra da de arbejdede med digitale teknologier, hvilket
kan gere, at de ikke opnar en mere formel forstaelse (Kidron & Zehavi, 2002; Kidron et al.,
2001). Kidron (2004) viser, at studerendes evne til at flytte fra visualisering til formelle
reesonnementer kan forbedres ved at arbejde med samspillet mellem originalkilder og digitale
teknologier, samt at studerendes arbejde med samspillet kan motivere dem til at leere mere om
matematisk teoriopbygning. Kidron og Tall (2015) viser ydermere, at arbejdet med moderne
teknologi og historisk udvikling giver eleverne en indsigt i forskellige problemer, der er
indlejret i den historiske udvikling, og understatter deres muligheder for at deltage i refleksive
diskussioner heromkring. Hasek og Zahradnik (2015) papeger, at studerendes arbejde med
digitale teknologier og historiske matematiske problemer kan understgatte en udvikling af deres

matematiske viden, og de kan erhverve sig ngdvendige feerdigheder til at lgse mere komplekse
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problemer. Baki og Guvens (2009) pointerer, at digitale teknologier medvirker til, at de
studerende finder arbejdet med matematikhistoriske problemstillinger interessant og ger det

muligt for dem at lgse problemer, de ikke kan lgse uden disse verktajer.

Thomsen (2021a) fremhaver nogle potentialer og udfordringer omkring elevernes arbejde med
hhv. objekt-level rules og metarules (Sfard, 2008), nar de arbejder med samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra. Elevernes arbejde hermed kan understatte, at de far muligheder
for at udvikle bade den undersggende og den produktive side af deres reesonnements-
kompetence® (Thomsen, 2021a). | Thomsen (2021b) fremgar det, at der ogsa synes at veere et
potentiale i at fokusere pa at understgtte eleverne muligheder for at arbejde med samspillet
mellem originalkilder og GeoGebra ud fra det Mellin-Olsen (1984) karakteriserer som
dynamisk laesning. Det synes at kunne understgtte, at eleverne far mulighed for at sette deres
egen forstdelse af teksten i spil, medvirke positivt til elevernes ejerskab i forhold tekstens
indhold samt understgtte elevernes muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence
(Thomsen, 2021b)*°.

2.4.1. Opmeerksomheder omkring at arbejde med samspillet

Pointerne i dette afsnit knytter sig til samspillet mellem matematikhistorie, herunder
originalkilder og digitale teknologier. De opmarksomheder og teser, der tages med i det videre

arbejde er:

e at den hurtige visuelle feedback, et dynamisk software kan give anledning til, har betydning
for elevernes leringsmuligheder. Det synes searligt vigtigt at veere opmarksom pa dragging,
nar der arbejdes med euklidisk geometri. Her kan arbejdet med matematikhistorie, herunder
originalkilder, spille en serlig rolle i forhold til elevernes forstaelse af den feedback, de
modtager fra fx GeoGebra.

e at det er vigtigt at have fokus pa redskabernes betydning for maden, der kan arbejdes med
matematikken — og for maden der kan arbejdes med reesonnementer pa. Det galder bade i

forhold til originalkilden og i forhold til de digitale teknologier.

® Betegnelserne “den undersggende” og “den produktive” side af resonnementskompetencen bruges her, som de
defineres i KOM-rapporten. Denne definition udfoldes i kapitel 3 ”Teori”.

10 Referencen Thomsen (2021b) henviser til et abstract, der var udganspunkt for en paperpraesentation pé
konferencen NOFAS8.
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e at have blik for at abne for muligheder for at diskutere matematiske problemstillinger pa
motiverende, komplekse og refleksive mader pa baggrund af elevernes arbejde med origi-

nalkilden og arbejde med samme matematiske indhold i GeoGebra.

2.5. Opgave- og forlgbsdesign

| dette afsnit praesenteres forskellige opgave- og forlgbsdesignspointer. Freudenthal (1981)
plederer for brug af matematikhistorie og originalkilder i matematikundervisningen og
fremhaever, at man skal fokusere pa processerne i stedet for at studere produkterne af matema-
tisk kreativitet, nar man arbejder hermed. Bakker og Gravemeijer (2006) refererer til

Freudenthals metode “historisk feenomenologi”:

In Freudenthal’s (1983a) view, mathematical thought objects (e.g. concepts,
structures, ideas, methods) serve to organize phenomena, both from daily life and
from mathematics itself. A historical phenomenology is a study of the historical
development of a concept in relation to the phenomena that led to the genesis of
that concept. The objective of an historical phenomenology is to identify both the
problem situations that created a need to organize certain phenomena, and
(precursors to) the concepts that have been invented to get a handle on these
phenomena. (s. 150)
Bakker og Gravemeijer (2006) bruger metoden til systematisk at arbejde med forskellige
historiske eksempler til at opstille forskellige hypoteser, de kan bruge til at understatte elevers
leering omkring at raesonnere i arbejdet med serligt statistiske begreber og grafer (her bruger

de ogsa digitale teknologier). Om hypoteserne skriver de bl.a:

These hypotheses are part of what Simon (1995) calls hypothetical learning

trajectories, which involve expectations of what the mental activities of students

will be when they will participate in the envisioned instructional activities. (s. 151)
Denne made at arbejde med hhv. hypoteser og hypotetiske lzeringsspor vendes der tilbage til i

kapitel 4 “Design Based Research — den metodologiske ramme”.

Barnett og Kjeldsen (2016) papeger, at det er vigtigt ogsa at fokusere pa at fremme elever og
studerendes refleksioner over deres egne lereprocesser, nar man designer aktiviteter, der

knytter sig til arbejdet med originalkilder.

Papadopoulos (2014) udfarte et studie med elever fra 6. klasse, som viser mulighederne for, at
elever under arbejdet med kombinationen af digitale teknologier og matematikhistoriske
problemstillinger selv kan validere formler med udgangspunkt i deres egne undersggelser

fremfor bare at leene sig op ad leererens autoritet. Ifglge Papadopoulos (2014) sker der bl.a. en
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gradvis udvikling hos eleverne af det, som Sfard (1991) definerer som en strukturelt
begrebsforstaelse, hvor begrebet understattes af subjektets visuelle imagination Derudover
viste dette studie ogsa, at eleverne ikke kunne generalisere og feerdiggere beviser, men de lzrte
om beviser, og hvordan bevisprocesser begynder. | forlengelse heraf henviser Papadoupoulos
(2014) til Furringhetti (2002) og fremhaver, at elevers arbejde med et matematisk omrade pa
et mere uformelt niveau giver mening i forhold til, nar de skal arbejde med samme omrade i en
mere formel forstand, nar de bliver &ldre. | den forbindelse kan det veere interessant at frem-
have, at Kidron (2004), som gennemfarte studier med &ldre studerende, papeger bl.a. med
henvisning til Tall (2000), at det er vigtig, at det visuelle og undersggende aspekt ledsages af
et arbejde med de formelle pastande i forhold til de teorier, der arbejdes med for at sikre en

succes i forhold til de studerendes forstaelse heraf.

Chorlay (2015) preasenterer tre forskellige undervisningsforlgb, der fokuserer pa at stgtte
studerendes rasonnementer og beviser, nar man arbejder med originalkilder og digitale tekno-
logier. Fealles for de forlgb er, at originalkilderne er valgt med udgangspunkt i de mal, der er
sat for undervisningen. | et af forlgbene tages der udgangspunkt i Euklids seetning 16, bog I,
der handler om cirkler og tilhgrende linjer. Fer de studerende praesenteres for selve setningen,
preesenteres de bl.a. for en af Euklids definitioner i indledningen til bog 111, der netop handler
om cirkler og linjer. Her bliver de studerende bedt om at omformulere Euklids definition med
deres egne ord eller tegninger/konstruktioner og serligt at forklare forskellen mellem to
udvalgte ord. Derefter skal de studerende arbejde med se&tning 16, bog Ill, som i undervis-
ningsforlabet bliver opdelt i 2 dele, og til hver del er der forskellige spargsmal. Disse spgrgsmal
leegger bl.a. op til, at de studerende skal tegne de elementer, der er relevante for netop den del
af beviset, de arbejder med. Derudover far de studerende informationer om, at Euklid i beviset
bygger pa andre setninger fra Euklids Elementer, som de skal prgve at forklare, hvad, de tror,
gar ud pa. De studerende bliver ogsa gjort opmeerksomme pa, at der er en fejl i en af delene i
beviset, og her skal de forholde sig til, hvem der mon har forarsaget denne. Undervejs bliver
de studerende bedt om at argumentere for hvilke typer af teoremer, der indgar i beviset samt

selve bevistypen.

I Chorlay (2016) praesenteres ligeledes forskellige undervisningsforlgb relateret til brug af
originalkilder. 1 et af forlgbene gares ogsa brug af digitale teknologier. | denne tekst introdu-
ceres og diskuteres mulighederne for at arbejde med Meta-opgaver (M-opgaver), nar man
arbejder med originalkilder. I1fglge Chorlay (2016) er det bl.a. vigtigt, at M-opgaver legger op
til, at de studerende skal identificere den matematiske baggrundsviden i originalkilden og at de
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skal arbejde med denne pa forskellig vis. Det kan fx vare ved at inddrage digitale teknologier.
Disse opgavetyper inkluderer bl.a: “(...) justifying, comparing, assessing, criticizing, summari-
zing; proving and reformulating/translating/rewriting” (Chorlay, 2016, s. 21). Chorlay refererer
ydermere til Kjeldsens (2012) brug af Sfards (2008) begreb om commaognitive konflikter og
pointerer, at det kan vare en made at arbejde med begrebet M-opgaver.

Jankvist og Geraniou (2019) refererer til Drijvers et al. (2010) samt Drijvers og Gravemeijer
(2005) og skriver, at de studerendes tekniske problemer, nar de arbejder med digitale teknolo-
gier, kan haenge sammen med deres kognitive problemer med at forstd de matematiske
begreber, der indgar i det arbejde, de er i feerd med. Her kan arbejdet med samspillet mellem
originalkilder og digitale teknologier vaere med til at understette en steerkere kognitiv forstaelse
hos eleverne. Jankvist og Geraniou (2019) refererer ogsa til Duval (2006) og fremhaver bl.a.
vigtigheden af brug af sproget og forskellige notationsformer, nar man arbejder med
geometrien. De bruger bl.a. en illustrativ case, en beskrivelse af en reekke opgaver, der tager
udgangspunkt i Euklids setning 22, bog I. Den omhandler konstruktion af trekanter med tre
linjer, hvor summen af de to af linjernes leengde skal vaere stgrre end den tredje linjes leengde.
De bruger bl.a. casen til at vise potentielle fordele ved registerskift, nar det galder om at
understgtte studerendes raesonnement og bevis, nar de arbejder med samspillet mellem
originalkilder og digitale teknologier. Jankvist og Geraniou (2019) er inspireret af Barnett et
al. (2014) definition af guided reading og den type opgaver, der er designet som “lees, reflekter
og respons”-opgaver. Jankvist og Geraniou (2019) indleder med at beskrive malene for
opgaverne og deler derefter Euklids s&tning 22 op i sma bidder, hvortil de knytter forskellige
opgaver. Det kan fx vere, at eleverne prasenteres for titlen pa satningen og skal forholde sig
til, hvad satningen handler om, eller at eleverne skal konstruere forskellige trekanter med
forskellige sideleengder i GeoGebra og derefter sammenholde dem med og bruge dem til at
argumentere for de dele af saetningen, de har arbejdet med. Eleverne bliver ogsa bedt om at
skrive deres argumenter ned, sa de kan bruge dem i klassediskussionen efterfglgende. | en af
opgaverne bliver eleverne fx bedt om at trekke i et af hjgrnerne af trekanterne — dragging er
altsa ogsa en ekspliciteret del af opgaverne. Der er ogsa fokus pa at arbejde med forskellige

typer af notationer i forlgbet.

Jankvist et al. (2019b) refererer til Dreyfus (1999) og skriver, at studerende har sveert ved at
arbejde med matematiske beviser, hvilket kan skyldes, at de aldrig har leert, hvad der geelder
som et matematisk argument. Endvidere refererer de til Duvals (2007) begreb “status

confusion”, som omhandler studerendes forvirring i forhold til at forsta forskellige former for
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matematiske reesonnementer samt at forsta forskellige udsagns status inden for et bevis, fx
hypoteser, egenskaber og konklusioner. Jankvist et al. (2019) pointerer, at det ofte er sadan, at
eksempler spiller en underspillet rolle, nar man ser pa abstrakt versus konkret matematik.
Derfor foreslar de, at man kan udvikle diskussioner heromkring ved at arbejde med kombi-
nationen mellem historiske kilder og CAS. Jankvist et al. (2019) pleederer bl.a. for, at man kan
fokusere pa at opbygge sociomatematiske normer (Yackel & Cobb, 1996), hvor man diskuterer
og validerer hinandens matematiske udsagn, nar man arbejder med induktive rasonnementer i
relation til beviser og modeksempler. Dette kan ggres med udgangspunkt i arbejdet med origi-
nalkilder og digitale teknologier, fordi det “allowing students and teachers to discuss the episte-
mological status of various pieces of knowledge and intuitions about mathematics” (Jankvist
et al., s. 327). Endvidere papeger de, at disse sociomatematiske normer kan forankres i det,
Alibert (1988) kalder en “scientific debate”, som bestar i, at leereren initierer og organiserer de
studerendes produktion af videnskabelige udsagn. Validiteten af disse diskuteres blandt de
studerende. De pastande, der til fulde valideres, bliver til teoremer, og dem som vurderes at
veere ukorrekte gemmes som “falske udsagn™ og forbindes med passende modeksempler.
Omdrejningspunktet for dette er at kvalificere det, som Misfeldt og Jankvist (2018) kalder
“justificational mediation”, retferdigggrende mediering, hvor CAS udger den retferdig-
gerende proces. Arbejdet med samspillet mellem originalkilder og digitale teknologier kan
medvirke til at gere de studerende opmarksomme pa, at det maske ikke er tilstreekkeligt kun
at leene sig op ad de digitale teknologier, nar det kommer til at arbejde med beviser (Jankvist
et al., 2019). Retferdiggerende mediering er en del af en tredelt distinktion: epistemisk,
pragmatisk og retfeerdiggerende mediering (Misfeldt & Jankvist, 2018). | falge Jankvist et al.
(2019) synes Misfeldt og Jankvist (2018) definitioner af de tre medieringsformer bl.a. at veere
er inspireret af Trouche (2005) i forhold til den instrumentelle tilgang, Artigues distinktion
mellem epistemisk og pragmatisk (2002) samt Harel og Sowder (2007) beskrivelse af
overbevisningsskemaer (det udfoldes yderligere i kapitel 3 “Teorier”). De tre distinktioner
mellem de forskellige medieringer synes ogsa at kunne vaere hensigtsmaessige at benytte i
planleegning og analyse af undervisningsforlgb, hvor samspillet mellem originalkilder og
dynamiske geometriprogrammer er omdrejningspunktet (Thomsen & Jankvist, 2020). Da de
tre medieringsformer bygger pa Harel og Sowders (2007) overbevisningsskemaer ligger der
ogsa implicit heri, at det at bevise og reesonnere bl.a. indebarer at kunne overbevise sig selv

0g andre.
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Jankvist og Geraniou (2021) viser, at arbejdet med samspillet mellem originalkilder og
GeoGebra bl.a. kan understatte, at GeoGebra fungerer som epistemisk mediator. De skriver
med reference til Balslgv (2018), Jankvist og Geraniou (2019), Olsen og Thomsen (2017), at
GeoGebra kan bruges som en daseabner for eleverne i forhold til at kunne laese originalkilden.
Jankvist og Geraniou (2021) tilfgjer derefter med udgangspunkt i deres case med to elever, at
det ogsa giver anledning til, at eleverne har arbejdet med GeoGebra pa en “whiteboxing” méde,

hvor det matematiske indhold bliver tydeligt for eleverne.

Flere af studierne understreger at brug af digitale teknologier understatter elever og studerendes
muligheder for at undersgge pa egen hand, fx refererer Caglayan (2016) til Borwein (2005) og
fremhaever, at studerende kan bruge softwaret til “testing and especially falsifying conjectures,

and suggesting approaches for formal proof” (2005, 76)” (Caglayan, s. 145).

Mellin-Olsens (1984) sondring mellem at forsta, hvordan man bruger regler og at forsta
strukturen bag reglerne, kan yderligere nuancere og kvalificere brugen af de tre forskellige
typer medieringer i planlegning af forlgb (Thomsen & Jankvist i paper praesenteret pa
ICME14, 2021). Thomsen og Jankvist (in press) giver eksempler pa, at tankegangskom-
petencen og raesonnementskompetencen kan spille godt sammen, nar det handler om at skabe
grobund for, at eleverne kan fa en forstaelse for forskellige typer af beviser og de forskellige
matematiske definitioner og deres betydning i beviser. Dette kan ligeledes med fordel ses i

lyset af bade den undersggende side og produktive side af de to matematiske kompetencer.

Ingen af de studier, der er inkluderet i dette review, lader bare de studerende ga pa opdagelse
helt og aldeles pa egen hand. De studerendes eksperimenterende tilgang er orkestreret af
forskere eller/og af undervisere og leerere.

2.5.1. Opmeaerksomheder omkring at arbejde med opgave-og forlgbsdesign
De opmarksomheder og teser, der tages med videre omkring opgave- og forlgbsdesign er:

e at det kan vaere en god ide at tage udgangspunkt i de historiske tekster og derudfra opstille
hypoteser og hypotetiske leeringsspor.

e at det er muligt at kreere situationer, hvor eleverne udfolder sig kreativt og selvstendigt i
forhold til det matematiske indhold.

e atdet kan veere svert for elever pa mellemtrinnet at generalisere og udfare egentlige beviser.

e at det er vigtigt at have en opmarksomhed rettet mod det matematiske indhold og de
argumenter, der kan gere sig geldende i forhold hertil, nar der arbejdes med samspillet. Her

kan en guidning i forhold til opgaveformuleringer veere hensigtsmaessig.
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e at der skal vaere fokus pa at opbygge nogle normer i det matematiske klasserum, der
underbygger arbejdet med raeesonnementer og bevisfarelse. Det skal fx vere tydeligt for
eleverne, de studerende, nar der arbejdes med matematisk argumentation, reesonnementer
og bevisfarelse.

e at distinktionerne mellem epistemisk, pragmatisk og retfeerdiggerende mediering (Misfeldt
& Jankvist, 2018) synes at vere hensigtsmassige, nar man arbejder med at planleegge og
analysere undervisningsforlgb, der handler om samspillet mellem originalkilder og
GeoGebra. Her bliver det ogsa vigtigt at arbejde med at overbevise sig selv og andre. | den
forbindelse kan Mellin-Olsens (1984) sondring mellem at bruge og forsta regler bidrage til

en yderligere nuancering.

2.6. Leererens seerlige rolle

Lereren spiller en meget vigtig rolle, bade nar man arbejder med digitale teknologier,
matematikhistorie og originalkilder (se fx Arzarello et al., 2007; Kéntor & Téth, 2016). Capone
et al. (2019) pointerer fx, at det kan vere frugtbart at arbejde med uddannelsesmaessige
principper inspireret af Montessori-metoden, nar man arbejder med digitale teknologier. Her
er leererens rolle at veere guidende i forhold til at understgtte det barnecentrerede, elevernes
frined og deres direkte oplevelser med materialer, som understgtter elevernes sanselige
oplevelse og erfaring. Dette afsnit omhandler leererens sarlige rolle. Pointerne, der praesenteres
I resten af dette afsnit, er fra tekster, hvor omdrejningspunkt ikke ngdvendigvis er laererens

serlige rolle, men denne uddrages heraf.

Jankvist et al. (2019a) viser ud fra to cases, hvordan udvidelsen af den didaktiske model
“Mathematical knowledge for teaching”'! (MKT) til “Mathematical knowledge for teaching
teachers”'? (MKTT) béade kan bruges i en didaktisk planleegning og analyse af arbejdet med
matematikkens historie, herunder originalkilder. Det kan vare hensigtsmassigt at arbejde med
bade MKT og MKTT i forhold til at understgtte og fokusere pa bade lererens matematiske
viden, paedagogiske viden og samspillet mellem disse to vidensformer omkring undervisning

af forskellige matematiske omrader. MKTT indeholder en sarlig kompleksitet, fordi der ogsa

11 Jankvist et al. (2019a) refererer til Ball og hendes kollegers arbejde med praksisbaseret teori omkring hvilken
matematisk viden, det kraever for at undervise i et udvalgt omrade.

12 Jankvist et al. (2019a) refererer til Zopfs (Zorpf, 2010, Ball et al. 2008, Schulman 1986) tilfgjelse til ovenstaende
teoretiske ramme. Saledes at den ogsé omhandler hvilken matematisk viden, det kraever for at undervise larere i
et udvalgt omrade.
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her fokuseres pa, hvilke matematiske og paedagogiske vidensomrader, det sa yderligere kraever

af den underviser, som underviser larere. Pa baggrund af de to cases konkluderer de bl.a.:

Hence, the use of history of mathematics, and in particular that of historical primary
source material, seems to offer unique opportunities for developing not only MKT
but certainly also the disciplinary knowledge needed for MKTT. (Jankvist et al.,
20194, s. 329)
Deres prasentation af de to cases viser bl.a., hvordan arbejdet med matematikkens historie,
herunder originalkilder, kan understatte fagfaglige, didaktiske og fagdidaktiske overvejelser. |
den ene case omhandlede disse ogsa, hvordan digitale teknologier kan bruges i den sammen-
hang. Disse overvejelser far ogsa betydning for den rolle underviseren, lereren, kan indtage i

et klasserum, i et undervisningsrum.

Olsen og Thomsen (2018) refererer til Jankvist og Tolbod (2007), som bl.a. refererer til Davis
(2004) og papeger, at der fx er demokratiske og videnskabelige problemer ved, at meget
matematik er skjult i it-software. Elevernes arbejde med samspillet mellem originalkilder og
GeoGebra kan give elever indblik i, at meget matematik er skjult i computerresultater. Det kan
medvirke til at skaerpe elevernes opmarksomhed pa det Buchberger (2002) og Nabb (2010)
kalder Black Box situationer (Olsen & Thomsen, 2018; Thomsen & Olsen, 2019). Olsen og
Thomsen (2018) samt Thomsen og Olsen (2019) tager udgangspunkt i samme undervisnings-
forlgb, hvis afset bl.a. var at se originalkilder og GeoGebra som to forskellige diskurser med
udgangspunkt i Sfards (2008) definitioner heraf. Endvidere udvidede de Jankvists (2009)
distinktion mellem in-issues og meta-issues i forhold til brug af matematikkens historie til ogsa
at geelde it. Disse distinktioner brugtes aktivt af laereren til eksplicit at understgtte feelles
dialoger i klassen, hvor eleverne bl.a. kunne tage stilling til forskellige spgrgsmal og medvirke
til at placere i- og om-matematiske spgrgsmal og svar pa en felles diskursplanche i klassen.
Denne diskursplanche var netop inddelt i originalkilder (i det konkrete tilfeelde Euklids s&tning
1, bog I) og GeoGebra, som to diskurser og hver af disse diskurser var yderligere opdelt i in-
og meta-issues. | Thomsen og Olsen (2019) leegges vaegten pa, at ovenstaende kan medvirke
til at understatte elevernes udvikling af mathemacy, “which may help students to reinterpret
their reality and to pursue a different reality” (Skovsmose & Nielsen, 1996, s. 1263). Mens der
i Olsen og Thomsen (2018) leegges vaegt pa, at distinktionerne i- om- og med- matematik?® bl.a.

13 Med inspiration fra Jankvists (2007) brug af begreberne om-, i- og med-matematik, som refererer til
kategoriseringen fra IMFUFA fra RUC.
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kan bruges som afsat til at formulere forskellige leringsmal, der lener sig op ad disse
distinktioner. Denne kobling af i- og om-matematiske mal, som forankres i selve undervis-
ningen, anses som varende et vigtigt grundlag for leererens arbejde med at understatte elever-
nes mulighed for udvikling af en matematisk literacy i arbejdet med digitale teknologier. Et
sadant afset formodes yderligere at medvirke til ogsa at styrke elevernes med-matematiske

aktiviteter — aktiviteter, der knytter sig til matematik i anvendelse (Olsen & Thomsen, 2018).

Med udgangspunkt i et casestudie rettet mod 5. klasse beskriver Maffia (2018) leererens rolle,
nar der arbejdes med originalkilder ud fra et semiotisk perspektiv (inspireret af bl.a. Mariotti
& Maracci, 2012). Maffia er i sit studie optaget af, hvordan leereren kan understatte elevernes
dialog med originalkilden i en falles dialog i klassen. Maffia (2018) fremhaver, at lereren
spiller en afgarende rolle i forhold til hele tiden at veksle mellem pa den ene side at give
eleverne muligheder for at svare og pa den anden side understgtte, at deres svar kvalificeres og

sammenholdes med opgaven.

Jankvist et al. (2019b) beskriver med reference til Aliberts (1988, s. 32) definition af “scientific
debate” tre forskellige trin i en sadan debat, som initieres af leereren. | deres gengivelse af
Aliberts (1988) trin i en “scientific debate” synes det vigtigt, at leereren sgger for at sikre, at de
studerende far muligheder for at producere og arbejde med matematiske udsagn. | farste
omgang uden at disse umiddelbart evalueres, netop for at skabe grundlag for, at de studerende
kan veere aktive i at diskutere, verificere og evt. forkaste udsagnene. Dette gares ved hjelp af

matematisk argumentationer og beviser.

Thomsen og Jankvist (2020) giver et eksempel pa, hvordan leereren kan organisere, at eleverne
i grupper preaesenterer forskellige udkast til beviser og derefter diskuterer disse med deres
klassekammerater. Her synes lererens rolle at vaere helt afggrende, nar det handler om
mellemtrinselever. Det er bl.a. vigtigt, at leereren er opmarksom pa ikke at tage motivationen
fra eleverne, sikre at deres udkast tages alvorligt samtidig med at sikre, at vaesentlige forhold
omkring beviset bliver bragt frem i lyset. Dertil kommer, at leereren ogsa kan sikre samtaler
omkring, hvordan brugen af GeoGebra kan spille ind, nar det handler om at argumentere eller
bevise. Er det fx okay, at eleverne tager udgangspunkt i GeoGebras “knapper” sa som “regular
polygon”, “parallelle linjer”, “vinkelrette linjer” osv. og bruger disse som en argumentation i
sig selv? Her spiller lzereren ydermere en vigtig rolle i forhold til, at brugen af GeoGebra ikke
understgtter udvikling af det, Misfeldt og Jankvist (2018) kalder teknoautoriteere bevisskemaer

— at eleverne i sig selv bliver overbevist, blot fordi de digitale teknologier viser det. Misfeldt
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og Jankvist (2018) er i forbindelse med deres definition af teknoautoritere bevisskemaer

inspireret af Harel og Sowders (2007) definition af eksterne overbevisningsskemaer.

Jankvist og Geraniou (2021) tager bl.a. afsaet i Vygotskys (1978) zone for neermeste udvikling
i deres sammensztning af det elevpar, der udger deres case. Her er tanken, at eleverne kan na
leengere i samspillet med hinanden, fordi den ene af dem er en “mere vidende anden”. De
papeger dog ogsa, at eleverne kan vare en “mere vidende anden” for hinanden pa forskellige
punkter. Dertil kommer, at forskeren sparger indtil elevernes forskellige forstaelser og forsgger
at guide dem videre med spergsmal, der relaterer sig hertil. Her tager de udgangspunkt i
forskeren, men det er ogsa oplagt at veere opmarksom pa, at leererens sarlige rolle i arbejdet
med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra i hgj grad kan besta i at vaere nysgerrig pa
elevernes zone for naermeste udvikling i forhold til de matematiske argumentationer og
raeesonnementer, der er i spil, og forsgge at sperge videre ind til disse. Saledes at elevernes zone
for neermeste udvikling udvider sig herved.

2.6.1. Opmeaerksomheder omkring leererens sarlige rolle

De opmarksomheder og teser, der tages med videre i afhandlingen i forhold til lsererens seerlige

rolle er;

e at lereren er en vigtig nggle, hvis det skal lykkes at arbejde med originalkilder pa mellem-
trinnet. Det geelder ogsa i forhold til at arbejde med samspillet mellem originalkilder og fx
GeoGebra.

e at det kan veere frugtbart, at leereren har blik for kompleksiteten i at se pa bade matema-
tikken, didaktikken og fagdidaktikken i forhold til de vidensomrader, leereren ma fokusere
pa at sette sig ind i omkring klassens og de enkelte elevers arbejde med samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra. Kompleksiteten omkring de vidensomrader, undervisere af
lerere ma seette sig ind i, kan maske ogsa overfares til samarbejdet mellem forskere og
leerere. Saledes at forskeren er serligt opmaerksom pa egen rolle i samarbejdet med laerere
omkring planleegning af afprgvninger.

e at leereren orkestrerer diskussioner i klassen omkring ligheder og forskelle mellem brug af
hhv. originalkilder og digitale teknologier samt diskussioner af elevernes egne producerede
matematiske udsagn. Her synes det veerdifuldt, at leereren spiller en aktiv rolle i forhold til
at sikre, hvordan ting bliver diskuteret i den forbindelse. Saledes at der ogsa er fokus pa

elevernes motivation i den sammenhang.
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e at laereren er nysgerrig pa elevernes zone for neermeste udvikling. Det galder bade i forhold
til elevsammensatning i aktiviteter, hvor der skal samarbejdes. Ligesom det ogsa geelder,
nar leereren gar i dialog med eleverne. Her ma laereren tage udgangspunkt i elevernes udsagn

og stille spgrgsmal, der ger det muligt for dem at reflektere videre derfra.

2.7. Overordnede potentialer og valg af teoretiske distinktioner

| dette afsnit praesenteres en model, der kan ses som en illustration af de vasentligste
potentialer, som kan medvirke til at understgtte eleverne i at r&sonnere matematisk, nar de
arbejder med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra. Afsnittet afsluttes med en kort
praesentation og begrundelse for valg af teoretiske distinktioner, der bruges i det metodiske
kapitel (kapitel 4), leerebogsanalysen (kapitel 5), retrospektive analyser af afprgvninger (kapitel
6) samt danner grundlag for denne afhandlings teoretiske bidrag (afsnit 7.4.1.). De udvalgte

teoretiske distinktioner beskrives yderligere i kapitel 3 “Teori”.

Med udgangspunkt i FS1 er der i de foregaende afsnit pa den ene side beskrevet brug af
forskellige teorier, nar der arbejdes med matematikkens historie, herunder originalkilder og
samspillet med digitale teknologier. P4 den anden side er der beskrevet forskellige
opmarksomheder og teser, der kan tages afset i, nar der skal designes opgaver og forlgb til
afprgvningerne. Det er vigtigt at sla fast, at dette review hovedsageligt omhandler potentialerne
ved at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra. Umiddelbart vurderes det
ikke, at det skyldes en selektiv leesning, snarere at de forskellige tekster i hgjere grad har veegtet

potentialerne end udfordringerne.

Nedenstaende model i figur 3 praesenterer helt overordnet nogle af de fremtraeedende potentialer
omkring at understgtte elevernes muligheder for at udvikle deres matematiske raesonneren, nar
der arbejdes med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra. Modellen er yderligere
inspireret af Hgjsteds (2020) papegning af feedback, dragging, maling og sporing som fire
forskellige serlige potentialer, nar der er fokus pa reesonnementskompetencen i arbejdet med
dynamiske geometriprogrammer. | nedenstaende model har feedback en sarlig rolle. Her ses
feedback som mere overordnet end de gvrige potentialer, Hgjsted (2020) fremhaver. Dragging,
maling og sporring ses altsa i den nedenstaende model som delelementer af feedbacken. Derfor
er den rade cirkel en del af den grgnne cirkel i den overordnede “GeoGebra”-cirkel. Formalet
med modellen er at illustrere nogle af de overordnede potentialer ved arbejdet med samspillet
mellem originalkilder og GeoGebra. Det er illustreret ved, at de to cirkler “originalkilder” og
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“GeoGebra” overlapper hinanden. Et af de overordnede potentialer i samspillet er, at original-
kilder kan medvirke til at understatte elevernes muligheder for at fa blik for og forstaelse for
matematikken bag feedbacken, GeoGebra giver — selvfglgelig afhaengigt af, hvilken original-
kilde der arbejdes med. Samtidig kan originalkilden medvirke til, at eleverne far indblik i hvilke
typer argumenter, der er pa spil, og hvordan argumentationsraekker kan opbygges, saledes at
eleverne bliver i stand til at arbejde hermed, nar de arbejder mere eksperimentere med de
visualiseringsmuligheder, GeoGebra tilbyder. I modellen er der ogsa fremhavet nogle af de
potentialer, der er gengivet i reviewet med henblik pa at understatte elevernes muligheder for
at reesonnere. Den historiske bevidsthed ligger implicit i de forskellige dele af modellen. Det
skyldes, at der i ph.d.-projektet ikke, som et mal i sig selv, er fokus pa at arbejde med at
understgtte elevernes muligheder for at udvikle deres historiske bevidsthed. | dette ph.d.-
projekt ses elevernes mulighed for at udvikle en historisk bevidsthed som et middel til at
understgtte deres muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence.
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Figur 3:Model — Samspillet mellem originalkilder og GeoGebra — Eksempler pa overordnede potentialer.

Jeg har jevnligt ladet mig inspirere af og mattet vende tilbage til udvalgte tekster og teorier,
teoretiske rammer, distinktioner og begreber for at genlaese dem ud fra det givne tidspunkt i
processen. Pa den made har jeg labende undervejs i ph.d.-projektet tilfgjet nye lag til mine egne
forstaelser af teksterne og de er ogsa lgbende blevet afpravet og knyttet til forskellige dele af
ph.d.-projektet. Det er baggrunden for mit valgt af de fire teoretiske distinktioner samt begrebet

historisk bevidsthed, der hovedsageligt arbejdes videre med i denne afhandling.

Distinktionen mellem den undersggende og produktive side af reesonnementskompetencen

(Niss & Jensen, 2002) er valgt, fordi den synes meget velegnet bade til at planlegge og
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analysere undervisningsforlgb, opgaver og delelementer af dialoger i forbindelse med arbejdet

med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra.

I forbindelse med digitale teknologier og raesonnementer arbejdes videre med Misfelt og
Jankvists (2018) distinktion med reference bl.a. til Rabardel og Bourmaud (2003), Artigue
(2002) og Trouche (2005) i forhold til distinktionen mellem pragmatisk og epistemisk
mediering samt Misfeldt og Jankvists (2018) tilfgjelse af retfeerdiggerende mediering. Disse 3
typer medieringer ser Misfeldt og Jankvist i relation til Hannas (1989) distinktion mellem
beviser, der forklarer og beviser der beviser samt Harel og Sowders (2007) overbevisnings-
skemaer. Distinktionen mellem de tre typer af medieringer er valgt, fordi de synes at satte
serligt fokus pa at arbejde med kombinationen af digitale teknologier og matematiske

argumenter, reesonnementer og beviser.

Dertil har jeg valgt Mellin-Olsens (1984) skelnen mellem forstaelse af at forsta strukturen bag
ved regler eller at forstd, hvordan man bruger regler i matematikholdige situationer, som en
distinktion. Den distinktion giver mulighed for at nuancere og precisere delelementer af
arbejdet med originalkilderne i samspillet med GeoGebra. Denne distinktion kalder Mellin-
Olsen (1984) mere overordnet for regelopfattelse og strukturopfattelse. Heri ligger ogsa yder-
ligere en mulighed for at arbejde med at udvide eller indsnavre sammenhangene mellem de

forskellige matematiske definitioner, nar der arbejdes med geometriske reesonnementer.

| forlengelse af Frieds (2007) brug af Saussure i forbindelse med at arbejde med tegnsystem
og skelnen mellem en synkron beskrivelse (fungerende sprogsystemer) og en diakron beskri-
velse (beskrivelse af sprogets historiske udvikling), nar elever og studerende arbejder med
matematikkens historie, har jeg valgt at arbejde videre med Mellin-Olsens (1984) distinktion
mellem dynamisk og statisk leesning. Denne distinktion knytter sig ikke som sadan direkte til
distinktionen mellem en synkron og diakron beskrivelse og brug af sprogsystemer, men den
dynamiske laesning kan snarere tolkes som at veere en brobygger herimellem. Derudover synes
Mellin-Olsens (1984) begreb dynamisk leesning i hgj grad at veegte elevernes aktive deltagelse.
Det geelder i forhold til at ga i dialog med teksten, sadan som det ogsa leegges op til i de tidligere
presenterede laesestrategier (Barnett et al., 2014; Chorlay, 2019; Fried et al., 2016), men
Mellin-Olsens (1984) begreb dynamisk leesning gar videre end det, eleverne synes ogsa at blive
medskabere af teksten. Det synes at vere en vigtig pointe, nar der arbejdes med samspillet
mellem originalkilde og GeoGebra, fordi GeoGebra giver eleverne selvstendigt og i
samarbejde med lereren nogle andre muligheder for at arbejde med de matematiske
problemstillinger og beviser, der prasenteres i originalkilden (Thomsen, 2021b). Dertil
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kommer, at elevernes arbejde med GeoGebra ogsa kan ses som en dynamisk eller statisk
leesning. Det er ogsa en begrundelse for, at disse begreber er medtaget som en af de fire teore-

tiske analytiske distinktioner. Det vil yderligere blive udfoldet i de naste kapitler.

Valget af at arbejde videre med Jensens (2011) historiesyn synes at falde godt i trad hermed,
da det bygger pa et socialkonstruktivistisk videnskabssyn. Dette udfoldes ligeledes yderligere

i naeste kapitel.

I reveiwet indgar der ikke tekster, der arbejder med alle disse 4 teoretiske distinktioner samt
historisk bevidsthed i forhold til at undersgge, hvordan man kan understgtte elevernes
muligheder for at udvikle deres raesonnementskompetence, nar de arbejder med samspillet
mellem originalkilder og GeoGebra. P& den baggrund kan selve undersggelen ogsa ses som en
ny vinkel ind i spendingsfeltet mellem de tre forskningsfelter: 1) Matematikkens historie, her-
under originalkilder, 2) digitale teknologier i matematikundervisningen og 3) matematiske

reesonnementer og beviser.
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3. Teorl

| kapitlet udfoldes de fire teoretiske distinktioner (jf. afslutningen pa kapitel 2), som danner
teorigrundlaget for analyserne i henholdsvis kapitel 5 “Analyse af laerebogssystem” og kapitel
6 “Retrospektiv analyse af afprgvningerne”. Ligesom de indgar i kapitel 4 “DBR — Den meto-
dologiske ramme i projektet”, hvor refleksionerne og teorierne bliver omsat til planleegnings-
ideer i forbindelse med de tre afprevninger.

Kapitlet indledes med en beskrivelse af kompetencetenkningen i KOM-projektet (Niss &
Jensen, 2002). Den knyttes til Felles Mal, som er inspireret af KOM-projektet og er et af
styredokumenterne for grundskolen anno 2019-2021 — perioden narvaerende ph.d.-projekt
streekker sig over. | forleengelse heraf praesenteres nogle overvejelser omkring at sigte mod, at
eleverne udvikler en historisk bevidsthed (Jensen, 2011), som et middel til at understatte
elevernes muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence, nar de arbejder med sam-

spillet mellem originalkilder og GeoGebra.

Derefter praesenteres de fire teoretiske distinktioner: 1) Den undersggende og produktive side
af reesonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002), 2) Pragmatisk, retfeerdiggerende og
epistemisk mediering (Misfeldt & Jankvist, 2018 med inspiration fra bl.a. Artigue, 2002;
Trouche; 2005 samt Harel & Sowder, 2007), 3) Statisk og dynamisk laesning (Mellin-Olsen,
1984) samt 4) Regel- eller strukturopfattelsen (Mellin-Olsen, 1984). Afslutningsvist gives en
kort beskrivelse af, hvordan de overordnet som teoretisk grundlag bringes i spil i analyserne i

de to fglgende kapitler.

3.1. KOM-projektet

KOM-projektet (Niss & Jensen, 2002) har og har haft stor indflydelse pa styredokumenterne
for matematikfaget knyttet til forskellige uddannelsesinstitutioner i Danmark. Derudover synes
KOM-projektet og synet pd matematiske kompetencer ogsa at have stor betydning i et
internationalt perspektiv, nar man taler om matematikundervisning og uddannelse, fx er
veesentlige dele af kompetencebeskrivelserne at spore i PISAs beskrivelse af matematisk
literacy (Niss et al., 2016). De matematiske kompetencebeskrivelser, som er en af
byggestenene i KOM-projektet, blev fx udviklet parallelt med de til en vis grad beslaegtede
kompetencetilgange i fx Australien og USA (National Council of Teachers of Mathematics),
og Tysklands curriculum bestar af 6 matematiske kompetencer (Niss et al., 2016). Pa den
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baggrund giver det god mening, bade i et nationalt og internationalt matematikuddannel-
sesmaessigt forskningsperspektiv, at tage sit afset i KOM-projektet, nar hoved-omdrejnings-
punktet i nerveerende ph.d.-projekt netop er et gnske om via brug af originalkilder at bidrage
til en udvidelse af muligheder for, at elever kan udvikle deres r&esonnements-kompetence, nar

de arbejder med digitale teknologier.
3.1.1. Matematiske kompetencer

I KOM-rapporten fremhaever Niss og Jensen (2002), at det at besidde en matematisk
kompetence er mere end at besidde feerdigheder i forhold til at udeve matematisk virksomhed.
De definerer bl.a. en matematisk kompetence ved, “at en matematisk kompetence er
indsigtsfuld parathed til at handle hensigtsmaessigt i situationer, som rummer en bestemt slags
matematiske udfordringer” (Niss & Jensen, 2002, s. 43). En matematisk kompetence star altsa
ikke alene, men er rettet mod en situationel bestemt matematisk udfordring. KOM-projektet
bestar af 8 matematiske kompetencer: Tankegangskompetence, problembehandlingskompe-
tence, modelleringskompetence, raesonnementskompetence, repraesentationskompetence,
symbol- og formalismekompetence, kommunikationskompetence og hjalpemiddelkompe-
tence. Hver af kompetencerne har en selvstendig betydning samtidig med, de ses som

sammenhangende med de andre kompetencer, som en del af et hele.
3.1.2. Kompetencernes duale karakter

De matematiske kompetencer er yderligere karakteriseret ved, at de har en dual karakter.

Forstaet pa den made, at hver kompetence bade har en undersggende og en produktiv side:

Den “produktive” side af en kompetence bestar i, at man selv kan gennemfore de
processer, kompetencen omfatter. Den “undersegende” side angar forstaelse,
analyse og kritisk bedemmelse af allerede udferte processer og deres produkter.
(Niss & Jensen, 2002, s. 63-64)
| KOM-rapporten understreges det altsd, at begge sider af kompetencerne har en
handlingskarakter, en adfeerdskarakter. Den undersggende virksomhed foregar pa det mentale
plan, men har en handlingskarakter i form af refleksion, analyse og bedgmmelse. Niss og
Jensen (2002) skriver bl.a. om denne handlingskarakter i forbindelse med den undersggende
side af de matematiske kompetencer: “Der er blot tale om en anden slags aktivitet end selve
den gennemfarelse af de omhandlede processer, som leder frem til produkter, der i en eller

anden forstand er “synlige™ (s. 64). Yderligere pointeres det i den forbindelse, at den
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handlingsmaessige duale karakter af kompetencerne ikke skal forstas ud fra et behavioristisk
syn:

At kompetencerne har adfaerdskarakter, betyder bestemt ikke, at de skal forstas

behavioristisk, dvs. at de ngdvendigvis lader sig aflese udefra som Klart

afgreensede og veldefinerede handlinger, der skal forstas som et individs respons

pa givne stimuli. (Niss & Jensen, 2002, s. 64)
Der vendes tilbage til denne kompetenceforstaelse i afsnit 3.1.5., hvor fokus er pa
reesonnementskompetencen. | resten af afhandlingen bruges betegnelserne ’den undersggende”
0g “den produktive side” af reesonnementskompetencen. De ligger sig netop op ad sprogbrugen
og dermed karakteristikken af kompetencernes duale karakter i KOM-rapporten. Der kan veere
nogle sammenfald mellem KOM-rapportens beskrivelse af den undersggende side af kompe-
tencerne, og nar eleverne i fx leerebogssystemet Kontext+ bliver bedt om at undersgge dette
eller hint. Det vendes der tilbage til i kapitel 5 ”Analyse af l@rebogssystem”. For nuvarende
er det blot vigtigt at sla fast, at disse betegnelser ikke skal forveksles med betegnelsen
“undersggende matematik”, som er meget brugt i det danske matematikuddannelsesfelt anno
2021,

3.1.3. To grupper — To overkompetencer

Ydermere er kompetencerne delt op i to grupper, “at kunne spgrge og svare i og med
matematik” samt “at kunne handtere matematikkens sprog og redskaber” (Niss & Jensen, 2002,
S. 44). | gruppen “at kunne spgrge og svare i og med matematik” indgar: Tankegangs-
kompetence, problembehandlingskompetence, modelleringskompetence og resonnements-
kompetence. Gruppen “at kunne handtere matematikkens sprog og redskaber” er knyttet til
kompetencerne: Reprasentationskompetence, symbol- og formalismekompetence, kommuni-

kationskompetence og hjelpemiddelkompetence. Niss og Jensen (2002) pointerer, at:

Opdelingen af kompetencerne i to grupper skal imidlertid ikke overfortolkes der

hen, at to kompetencer fra hver sin gruppe er mindre forbundne end to kompetencer

fra den samme gruppe. (s. 46)
Med fare for at overfortolke, om end det ikke handler om kompetencetilknytningen til de to
grupper, synes det interessant at bemaerke, at sprog indgar i begge grupper af kompetencer. |
den farste gruppe, synes der at vare tale om, at personen, der besidder kompetencen, bruger sit
eget sprog til at kunne spgrge og svare i og med matematik. Mens det i forhold til den anden
gruppe kan handle om, at den person, der besidder kompetencen, kan handtere matematikkens

sprog og redskaber. Der er altsa tale om at handtere et sprog, der ligger uden for den person,
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der besidder kompetencen, men et sprog, der er indlejret i selve matematikken: “matematikkens
sprog og redskaber”. Denne tolkning knytter sig ikke som sadan til kompetencerne og kompe-
tencesynet, men snarere til det matematiksyn en sadan formulering kan vere udtryk for.
Umiddelbart tolkes dette udsagn som, at matematikken har et sprog i sig selv og ikke, at
matematikken er et sprog, der karakteriseres og defineres af forskellige grupper af sociale
feellesskaber. Pa den baggrund kan det lidt karikeret havdes, at matematiksynet i KOM-rappor-
ten synes at lene sig op ad et mere platonisk eller kantiansk syn herpa. Johansen og Sgrensen
(2014) bekriver bl.a., at der ifglge Platon er et dualistisk forhold mellem feenomenverdenen
(stoflig, foranderlig og endelig) og ideernes verden (ikke stoflig, uforanderlig og evig). De
matematiske objekter tilhgrer den sidstnaevnte, og vi erkender “matematikken med tankens
kraft og ikke ved at bruge sanserne” (Johansen & Sgrensen, 2014, s. 33). Ifglge Kant siger
matematikken noget om, hvordan mennesker erfarer verden, ikke hvordan den er i sig selv —
0g matematiske seetninger er “absolut sande, eller sande med ngdvendighed for alle mennesker,
og ikke sande relativt til den person, der har bevist dem” (Johansen & Sgrensen, 2014, s. 59).

Eller som Skovsmose og Ravn (2011) skriver om Kants matematikfilosofi:

Matematikken repraesenterer karakteristika ved vore “forstandsformer”, som vi
projicerer ud pa det vi ser og oplever. Hermed bliver matematikken et
karakteristikum, ikke ved naturen, men ved vores perspektiv pa naturen. (s. 10-11)
Ud fra de ovenstaende beskrivelser giver Platon og Kant udtryk for to forskellige syn pa
matematikken, men de har det tilfeelles, at matematik synes at have en status af absolut sandhed.
Det veere enten i sig selv eller i kraft af den made mennesker erfarer verden pa, hvilket som
tidligere navnt synes at falde i trad med KOM-rapportens udtryk “matematikkens sprog og
redskaber”. Et andet syn, hvor matematikken ikke som sadan tilleegges et sprog og redskaber

a priori, er at finde hos den sene Wittgenstein:

Wittgenstein papegede, at der for et isoleret individ ikke er nogen forskel pa faktisk

at fglge en regel korrekt og blot at tro, at man falger en regel korrekt. Hvis man

skal tale om, at en person fglger en regel, er det ngdvendigt, at der er en instans

uden for personen selv, der kan afgare om reglen er fulgt korrekt eller ej. (Johansen

& Sgrensen, 2014, s. 110)
Johansen og Sgrensen (2014) fremhaver endvidere, at der er forskellige fortolkninger af, hvad
den sene Wittgenstein mener, men de henviser til Bloors (1983; 2002) tolkning heraf og

skriver:

64



Regelfalge og dermed matematik, er derfor i Bloors optik ngdvendigt bundet op

om sociale grupper. Kun igennem vores kontakt med en social gruppe er vi i stand

til at etablere regler, der hverken afhaenger af vores egne subjektive dispositioner

eller af den fysiske virkelighed. (Johansen & Sgrensen, 2014, s. 110)
Ud fra Johansen og Serensens (2014) gengivelse af Bloors tolkning af den sene Wittgenstein
er matematikken et sprog, der defineres af og verificeres af sociale grupper, sociale instanser,
og ikke som sadan af matematikken selv eller af menneskets erkendelse heraf. Umiddelbart
synes dette matematiksyn ikke at vaere det fremhearskende i KOM-rapporten. Jeg stopper i
ferste omgang analysen her omkring matematiksynet i forhold til de to grupper, “at kunne
spgrge og svare i og med matematik” samt “at kunne handtere matematikkens sprog og
redskaber”, men vender tilbage til det senere. De to grupper karakteriseres ogsa af Niss og

Jensen (2002) med forbehold, som verende et set “overkompetencer”:

Set fra et passende overordnet synspunkt kan evnen til at gebaerde sig i og med
matematik siges at bestd 1 netop disse to kapaciteter eller “overkompetencer”, som
sa hver for sig ved ngjere konkretisering rummer et set specifikke kompetencer.
(Niss & Jensen, 2002, s. 44)
Her er altsa tale om et saet overkompetencer i forhold til at gebeerde sig i og med matematik. |
forleengelse heraf kan det vare hensigtsmassigt at kigge nermere pa, hvordan overblik og

dgmmekraft karakteriseres.
3.1.4. Overblik og dgmmekraft

I KOM-rapporten beskrives tre forskellige former for overblik og demmekraft: “a)
matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og praksisomrader, b) matematikkens histo-
riske udvikling, savel internt som i samfundsmaessig belysning, og c) matematikkens karakter
som fagomrade” (Niss & Jensen, 2002, s. 67). De tre former for overblik og demmekraft indgar
ikke som sadan som en del af ph.d.-projektet, men de indgar i afhandlingen, dels i reveiwet
med henvisning til de studier, der inddrager dem, og dels er de med til at skabe en forstaelse
for den kontekst, reesonnementskompetencen ma forstas indenfor. De karakteriseres som “en
type “aktive indsigter” vedrgrende matematikkens karakter og rolle i verden, som ikke har
adfeerdspraeg i direkte forstand” (Niss & Jensen, 2002, s. 66).

Overblik- og demmekraftform “a”: “Matematikkens faktiske anvendelse i andre fag- og
praksisomrader” knytter sig til “anvendelse af matematik til udenomsmatematiske formal inden
for omrdder af dagligdags, samfundsmeessig eller videnskabelig betydning” (Niss & Jensen,

2002, s. 67). Denne form for overblik og demmekraft kan i nogen udstraekning siges at have
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paralleller til modelleringskompetencen og sa adskiller den sig samtidig veesentligt herfra. |

kommentaren til denne overblik og demmekraftsform skriver Niss og Jensen (2002):

Mens den tidligere beskrevne modelleringskompetence vedrgrer evnen til at handle

i konkrete udenomsmatematiske situationer og problemstillinger, hvor

matematikken bringes i spil, er der her snarere tale om en bred og sammenfattende

form for overblik og demmekraft af en neermest sociologisk og videnskabsteoretisk

art. (s. 67)
Niss og Jensen (2002) karakteriserer altsa overblik- og demmekraftform “a”, som varende af
narmest sociologisk og videnskabsteoretisk art. Pa den baggrund kan KOM-rapporten ogsa
tolkes som at udgere en teoretisk ramme, eller snarere en teori, der ogsa inkluderer et
sociologisk videnskabsteoretisk stasted'®. Ordet “art” kan dog tolkes som en forsigtighed i
forhold hertil, eller som at KOM-rapporten ikke leener sig for fast op ad et eksisterende viden-

skabsteoretisk stasted, men definerer sit eget.

Overblik- og dgmmekraftform “b” definerer Niss og Jensen (2002) som: “Matematikkens
historiske udvikling, savel internt som i samfundsmeessig belysning” og fokus er “pa selve det
forhold, at matematikken har udviklet sig, i kulturelle og samfundsmaessigt betingede miljger,
og pa de drivkrafter og mekanismer som er ansvarlige for denne udvikling” (Niss & Jensen,
2002, s. 68). Det kan bade tolkes som, at matematiksynet her enten falder i trad med et syn pa
matematik, som noget der er a priori, eller som noget der opfindes af mennesker i forskellige
tidsmaessige, kulturelle og samfundsmaessige miljger. Den tidligere opridsede skelnen mellem
matematik, som indeholdende et sprog eller varende et sprog, kan sa siges at afhaenge af,
hvilket matematiksyn, laeseren tillegger sin leesning af KOM-rapporten. Pa den baggrund kan
den tidligere analyse, om at KOM-rapporten i udgangspunktet lzener sig op ad et mere platonisk
og kantiansk matematiksyn, nuanceres. Laseren kan lige savel tilleegge sin leesning af KOM-
rapporten et mere Wittgenstein inspireret matematiksyn. Disse forskellige matematiksyn kan i
sig selv vaere genstand for undersggelse inden for denne form overblik- og demmekraftform
“b”.

Selvom nerveerende ph.d.-projekt ikke direkte knytter sig til overblik- og demmekraft-
formerne, indeholder spaendingsfeltet mellem originalkilder og GeoGebra implicit det forhold,

“at matematikken har udviklet sig, i kulturelle og samfundsmaessigt betingede miljger, og pa

14 Et syn pa KOM-rapporten som en teori prasenteres ogsd i forbindelse med overblik og demmekraft “b” i
Thomsen og Clark (in review), men med udgangspunkt i bl.a. Chevallards antropologiske teori om det diaktiske.
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de drivkrafter og mekanismer som er ansvarlige for denne udvikling” (Niss & Jensen 2002, s.
68). Overblik- og demmekraftform “b” kan siges at ligge implicit i nogle af opgavetyperne,
der designes i forbindelse med projektet (se fx Thomsen & Clark, in review). Men der arbejdes

ikke som sadan eksplicit med overbliksform “b” i ph.d.-projektet.

Niss og Jensen (2002) pointerer endvidere i kommentarerne til overblik- og demmekraftform
‘(.b”:
Vi opererer ikke med en “matematikhistorisk kompetence” som en ingrediens i
almen matematisk kompetence. Faktisk ville det veere muligt at udpege og
karakterisere en matematikhistorisk kompetence, men den ma betragtes som for
speciel til at hgre hjemme i en generel sammenhang. (s. 68)
| KOM-rapporten vurderes det altsa, at overblik- og demmekraftform “b> ikke anses for at
veere en matematisk kompetence, der herer til i en generel matematikuddannelsesmassig
sammenhang. Denne betragtning omkring ikke at se en matematikhistorisk kompetence som
en almen matematisk kompetence falder godt i trad med synet pa, hvordan matematikhistorie,
herunder originalkilder, bruges i naerveaerende ph.d.-projekt. Der vendes tilbage hertil i afsnit
3.2.

Den sidste af de tre overblik- og dgmmekraftformer er “Matematikkens karakter som
fagomrade”. Om den fremhaver Niss og Jensen (2002) bl.a., at den omhandler de karakteristi-
ka, som ggr matematik seregent som fagomrade, og derved ikke de karaktertreek matematik
har tilfelles med andre fagomrader. Den adskiller sig ogsa fra de andre overblik- og demme-
kraftsformer ved, at “samtlige otte kompetencer bidrager til at forankre denne form for overblik
og demmekraft” (Niss & Jensen, 2002, s. 69). Den er den af overbliks- og demmekrafts-
formerne, “som 1 sterst udstraekning ligger i forlengelse af kompetencerne” (s. 69). 1
forleengelse heraf begiver Niss og Jensen (2002) sig alligevel ind i en udvalgelsesproces, nar
det handler om forholdet mellem matematiske kompetencer og denne form for overblik og

dgmmekraft. De skriver:

Skulle man fremhave nogle af kompetencerne, som bidragende i serlig grad til at
skabe fundament for overblik og demmekraft vedrgrende de sarlige treek ved
matematik, ma det blive tankegangs-, rasonnements- og symbol- og
formalismekompetencerne. (Niss & Jensen, 2002, s. 69)
Overblik- og dgmmekraftform “c” kan ogsa siges at veere implicit i spil i ph.d.-projektet,
eftersom der gennem et serligt fokus pa reesonnementskompetencen ogsa arbejdes med, at

originalkilderne og for den sags skyld ogsd GeoGebra, kan ses som udtryk for forskellige
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forhold omkring notationer, matematisk argumentations- og bevisfarelse, som er saregent for

matematik som fagomrade.
3.1.5. Raesonnementskompetencen

Reaesonnementskompetencen er den centrale matematiske kompetence i narveerende ph.d.-
projekt. Velvidende at den sjaeldent vil sta knivskarpt alene, men ofte vaere i spil i sammenhang
med nogle af de andre matematiske kompetencer. Ifglge Niss og Jensens (2002) bestar

reesonnementskompetencen i at kunne:

o (...) “fglge og bedgmme et matematisk reesonnement, dvs. en keede af argumenter fremsat
af andre pa skrift eller i tale til statte for en pastand, specielt at vide og forsta hvad et
matematisk bevis er, og hvordan det adskiller sig fra andre former for matematiske raesonne-
menter, fx heuristiske reesonnementer hvilende pa intuition eller pa betragtning af special-
tilfelde, og at kunne afggre hvornar et matematisk reesonnement faktisk udger et bevis, og
hvornar ikke. Heri indgar at forsta den logiske betydning af et modeksempel.”

o “afdaekke de baerende idéer i et matematisk bevis, herunder skelne mellem hovedpunkter og
detaljer, mellem idéer og teknikaliteter (...).”

e “udtenke og gennemfgre informelle og formelle raesonnementer (pa basis af intuition),
herunder omforme heuristiske resonnementer til egentlige (gyldige) beviser”. (Denne
punktform er en opdeling af beskrivelsen af reesonnementskompetencen i Niss & Jensen,
2002, s. 54)

| ovenstaende beskrivelse af raesonnementskompetencen indgar ogsa kompetencens duale
karakter. Den undersggende side omhandler bl.a. at kunne felge og bedgmme et matematisk
reesonnement og den produktive side handler bl.a. om at kunne udtenke og gennemfare
informelle og formelle reesonnementer. Niss og Jensen (2002) fremfgrer bl.a. felgende

kommentar i forbindelse med deres beskrivelse af reesonnementskompetencen:

Af mange betragtes matematisk bevisfgrelse, men ogsa matematisk rasonneren i
almindelighed, som en sag, der farst og fremmest angar retferdiggerelsen af
matematiske satninger, endda ofte i form af ren og sker gengivelse af feerdige
beviser. R&sonnementskompetencen omfatter ogsa dette, men gar videre, idet den
kommer i spil overalt, nar det geelder om at bedemme holdbarheden af matematiske
pastande, inklusive at overbevise sig selv eller andre om den eventuelle gyldighed
af sadanne. Det kan dreje sig bade om reglers og satningers rigtighed, men ogsa
om godtgarelsen af, at givne svar pa spgrgsmal, opgaver, eller problemer er
korrekte og fyldestgerende. (Niss & Jensen, 2002, s. 54)
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Niss og Jensen (2002) leegger altsa vaegt pa, at en del af resonnementskompetencen er at kunne
overbevise sig selv og andre om den eventuelle holdbarhed og gyldighed af matematiske
s&tninger, pastande og svar pa opgaver. Det dekker en bred forstaelse af, hvad matematisk
raesonneren angar. | det farste punkt i beskrivelsen af reesonnementskompetencen, karakterise-
res et resonnement som en keede af argumenter. Det kan tolkes som, at et argument ses som
noget enkeltstaende, og et reesonnement bestar af flere pa hinanden falgende argumenter. Niss
og Jensen (2002) giver ogsa bud pa, hvad der karakteriserer et bevis. Herom skriver de bl.a.:
“(...) derefter at levere korrekte og fuldstendige argumenter (beviser) for at de foreslaede
lasninger virkelig virker, (...)” (Niss & Jensen, 2002, s. 64). En yderligere skelnen mellem
raeesonnement og beviser gar altsa pa korrekt- og fuldsteendigheden af den keede af argumenter,

der fremfares.

3.2. Reesonnementskompetencen, Fzaelles Mal og historisk bevidsthed

I indledningen af KOM-rapporten pointeres det, at der ikke bindes an med en speciel
tilknytning til et alment dannelsesbegreb eller matematikfagets eventuelle bidrag hertil:

Projektet [KOM] gar ikke ud pa at karakterisere eller diskutere dannelse i

almindelighed eller matematikfagets aktuelle og potentielle bidrag til udviklingen

af en sadan. Det er naturligvis af stor betydning at kunne udrede disse forhold, det

kan blot ikke finde sted i denne sammenhang. (Niss & Jensen, 2002, s. 20)
I en dansk uddannelsesmaessig kontekst medfarer det, at det vil veere yderst hensigtsmaessigt at
sammenholde de dele, man benytter af KOM-rapporten med de styredokumenter, der pa et
givent tidspunkt foreligger for de forskellige matematikuddannelser. | et ph.d.-projekt som
dette, hvor et af de inddragede forskningsfelter er matematikkens historie kan det ogsa
overordnet veere givtigt at anlaegge et overordnet historiesyn, som lasningen af fx styredoku-
menterne og designet af forleb og opgaver laener sig op ad. Kjeldsen et al. (in press) refererer
til Jensen (2011), som giver et bud pa et historiesyn, der bliver brugt i forhold til historiefaget
pa gymnasieniveau i en dansk uddannelseskontekst. Denne historiebevidsthed udspringer af et
socialkonstruktivistisk historiesyn (Jensen, 2011). Her anses historie ikke for at veere noget,
som kun har at ggre med fortiden, det omfatter bade fortid, nutid og fremtid og forbindes til, at
mennesker, enten som individer eller som grupper, interesserer sig for at bruge fortid i en
nutidig kontekst (Kjeldsen et al., in press). Jensen (2011) karakteriserer det som et opger med
begreber som “historie(en)” og “fortid(en)”. Det kan yderligere understreges med et citat fra
Jensen (2011):
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Fagfolk, der tenker anderledes herom, gar brug af et helt andet afsat. Deres
startpunkt er ikke en fremstilling af, hvordan fagfolk udforsker noget fortidigt; de
analyserer derimod, hvordan historie (i betydningen historisk-sociale processer)
frembringes — dvs. hvad der pa engelsk betegnes ‘making historie’ og pa tysk
‘Geschichte machen’. Udger dette ens udgangspunkt, er det ikke laengere sagligt
forsvarligt at sette lighedstegn mellem ‘historie’ og ‘fortid’. | stedet ma historie
vedrgre det sagforhold, at vi mennesker lever og virker i tid og rum. (Jensen, 2011,
s. 199)
Kjeldsen et al. plaederer for, at dette historiesyn ogsa kan bruges inden for det
matematikhistoriske forskningsfelt. | forhold til arbejdet med afprgvningerne i ph.d.-projektet
betyder et sadant historiesyn bl.a., at eleverne og lererens arbejde med samspillet mellem
originalkilder og GeoGebra ses som et forsgg pa at skabe et serligt rum, hvor de involverede
igennem deres aktive handlinger ogsa ses som fortolkere, men ogsa skabere af spaendingsfeltet

mellem fortid, nutid og fremtid.

Nar man fx arbejder med at give eleverne mulighed for at udvikle matematisk
raeesonnementskompetence i forbindelse med arbejdet med geometri, skal det ogsa ses i lyset af
Folkeskolens formalsparagraf og Fagets formal. Inden for rammen af Faelles Mal samtaenkes
Folkeskolens formalsparagraf, Fagets formal, de matematiske kompetencer samt stofomrader.

Folkeskolens formalsparagraf lyder saledes:

8 1. Folkeskolen skal i samarbejde med foreldrene give eleverne kundskaber og
feerdigheder, der: forbereder dem til videre uddannelse og giver dem lyst til at lsere
mere, gor dem fortrolige med dansk kultur og historie, giver dem forstaelse for
andre lande og kulturer, bidrager til deres forstaelse for menneskets samspil med
naturen og fremmer den enkelte elevs alsidige udvikling.

Stk. 2. Folkeskolen skal udvikle arbejdsmetoder og skabe rammer for oplevelse,
fordybelse og virkelyst, sa eleverne udvikler erkendelse og fantasi og far tillid til
egne muligheder og baggrund for at tage stilling og handle.

Stk. 3. Folkeskolen skal forberede eleverne til deltagelse, medansvar, rettigheder

og pligter i et samfund med frihed og folkestyre. Skolens virke skal derfor vaere

preeget af andsfrihed, ligeveerd og demokrati. (Retsinformation)
Hvis Folkeskolens formalsparagraf sammenholdes med narvarende ph.d.-projekt er det veerd
at fremhaeve, at et seerligt fokus pa resonnementskompetencen kan bidrage til at forberede
elever til videre uddannelse. Det bidrag bliver formentligt ikke mindre af, at reesonnements-
kompetencen sammenknyttes med brug af digitale teknologier. Samtidig kan valg af forskellige

originalkilder bidrage til at gare eleverne fortrolige med dansk kultur og historie samt give dem

70



forstaelse for andre lande og kulturer. Som tidligere neevnt kan brugen af matematikkens
historie have almendannende karakter og ses som et mal i sig selv (Jankvist, 2007; 2009). Det
har ikke i sig selv veaeret malet med dette ph.d.-projekt, men en del af malet er at se, om der
gennem forlgbs- og opgavedesign ogsa kan skabes mulighed for et dannelsesrum, der under-
stotter elevernes refleksioner omkring dem selv, som varende en del af et nutidigt lokalt
matematisk feellesskab, der kan ses som influeret af fortid og som springbreet for fremtid. Det
skal ikke ses som et kausalt forhold, men som forskellige tilgange, der skaber forskellige
mulighedsrum. Her kan fx originalkilder og digitale teknologier blive repreesentanter for et
sadant spaendingsfelt, et givet mulighedsrum, der understatter elevernes muligheder for at
udvikle deres reesonnementskompetence i arbejdet med digitale teknologier. | designet forsg-
ges det at medtaenke vigtigheden af at skabe muligheder for, at eleverne kan fordybe sig i at
gve sig 1 at reesonnere i forbindelse med det faglige stof, der er omdrejningspunktet i de
udvalgte originalkilder. Som naevnt i reviewet er originalkilder oftest svare at leese for elever,
hvorfor det ogsa er vigtigt at holde sig for gje at skabe et undervisnings- og leringsrum, hvor
det legaliseres, at det er sveert og at det handler om at gve sig i at reesonnere og argumentere.
Der skal skabes et rum, hvor eleverne ikke mister modet, men vedbliver med at forsgge, ogsa
selvom det kan synes sveert — det skal forsgges at understgtte, at eleverne far oplevelsen af at
veere kreative og far tillid til egne muligheder i forhold til at udvikle matematiske reesonnemen-
ter i forbindelse med deres brug af GeoGebra. Det, at eleverne bliver prasenteret for to sa
forskellige tilgange til at arbejde med det samme matematiske indhold, giver dem maske ogsa
begyndende muligheder for at tage stilling og handle i forhold til dem selv som brugere af
digitale teknologier, nar de arbejder med at lgse forskellige matematiske opgaver. | forhold til
stk. 3 fokuseres der i dette ph.d.-projekt szrligt pa at skabe rum for ligeveerdige matematiske
diskussioner. Om end selve det at arbejde med originalkilder og GeoGebra har et langt starre
potentiale end dette i forhold til at tale om “andsfrihed, ligevaerd og demokrati”, eftersom der
ogsa i hgjere grad kan fokuseres pa indholdet i kilderne, de historiske kontekster, de er skrevet

i, hvad der gar, at de er blevet trykt og oversat med videre.

Hvis blikket vendes mod Fagets formal, sa lyder det, som falger:

Eleverne skal i faget matematik udvikle matematiske kompetencer og opna
feerdigheder og viden, saledes at de kan begd sig hensigtsmaessigt i
matematikrelaterede situationer i deres aktuelle og fremtidige daglig-, fritids-,
uddannelses-, arbejds- og samfundsliv.
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Stk. 2. Elevernes lering skal baseres pa, at de selvstendigt og gennem dialog og
samarbejde med andre kan erfare, at matematik fordrer og fremmer kreativ
virksomhed, og at matematik rummer redskaber til problemlgsning, argumentation
og kommunikation.

Stk. 3. Faget matematik skal medvirke til, at eleverne oplever og erkender

matematikkens rolle i en historisk, kulturel og samfundsmaessig sammenhang, og

at eleverne kan forholde sig vurderende til matematikkens anvendelse med henblik

pa at tage ansvar og gve indflydelse i et demokratisk feellesskab. (Barne- og

Undervisningsministeriet, 2019b, s. 5)
Hovedomdrejningspunktet i projektet er at give eleverne mulighed for at udvikle deres raeson-
nementskompetence, sa den del af stk. 1 er repraesenteret. Selvom, det maske ikke synes ekspli-
cit og indlysende, kan den resterende del af stk. 1, maske med undtagelse af fritidsliv, siges at
indga i projektet, eftersom de fleste elever pa sigt vil deltage og arbejde i forskellige uddannel-
ses-, arbejds- og samfundsliv, hvor de kan fa gleede af at kunne rasonnere i forbindelse med

deres brug af digitale teknologier.

Stk. 2 synes pa mange mader at vare helt centralt i projektet, eftersom matematisk
argumentation er en af hjgrnestenene i reesonnementskompetencen. De gvrige dele af stk. 2
medtaenkes ogsa i designet af opgaverne samt i maden de forskellige arbejdsmetoder og
dialoger organiseres pa undervejs i afprgvningerne. | reviewet refereres bl.a. til Glaubitz
(2010), som papeger, at arbejdet med en hermeneutisk tilgang til matematikkens historie kan
bidrage til at veekke elevernes epistemiske nysgerrighed. Det anses i projektet for bl.a. at veere
en mulig brik i forhold til at skabe rum for kreativ matematisk udfoldelse.

Stk. 3 er ogsa fremtraedende i ph.d.-projektet. | ferste omgang fokuseres der pa elevernes
udvikling af deres reesonnementskompetence. Her ses den historiske bevidsthed som et middel
til at understatte elevernes mulighed herfor. Elevernes arbejde med samspillet mellem original-
kilder og GeoGebra skal netop ses som et mulighedsfelt, hvor de kan opleve og erkende
“matematikkens rolle i en historisk, kulturel og samfundsmaessig sammenhang”. Eleverne kan
ved at arbejde med samspillet blive sat i situationer, hvor de skal forholde sig vurderende til
maden, de som elever ved brug af de redskaber, der er tilgeengelige i grundskolen anno 2019-
2021, far mulighed for at arbejde med matematik. | ph.d.-projektet er der szrligt fokus pa “den
rene matematik™ 1 forbindelse med geometri, men méske kan eleverne pa sigt ogsa overfore
nogle af deres erfaringer herfra, hvis de bliver sat i matematiske situationer, hvor de skal bruge
digitale teknologier i forbindelse med matematik i anvendelse. Dertil kommer, at det at have
fokus pa at raesonnere pa forskellige mader, at skulle argumentere matematisk og overbevise
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sig selv og andre, nar der arbejdes med digitale teknologier, ogsa kan ses som en brik i forhold
til at understatte, elevernes muligheder for at kunne “tage ansvar og gve indflydelse i et
demokratisk feellesskab”. Den historiske bevidsthed ses altsa ikke som en “matematikhistorisk
kompetence” (jf. afsnit 3.1.4.), men som en bevidsthed, der medvirker til at understotte elever-
nes muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence, nar de arbejder med digitale

teknologier og derigennem bidrage til at understatte fagets formal.

I sammenhang med Fagets formal og Folkeskolens formal er Falles Mal for grundskolen
bygget op om en kompetenceteenkning med fokus pa bade matematiske kompetencer og
stofomrader. De er sa at sige bygget op om en matrixstruktur, hvor kompetencer og stofomrader
har forskellige under omrader, ogsa kaldet feerdigheds- og vidensomrader. De matematiske
kompetencer legger sig tet op ad kompetencerne fra KOM-rapporten, dog med nogle fa
undtagelser, fx er “Raesonnement og tankegang” slaet sammen. Det er “Symbol og repraesenta-
tioner” ogsa. Derudover indgar formalisme ikke i Faelles Mal. Stofomraderne i Feelles Mal er:
1) Tal og algebra, 2) Geometri og maling samt 3) Statistik og sandsynlighed. Ligesom der i

Laeseplanen for faget matematik under “Fagets formal og identitet” stér:

Det er hensigten, at leereren sammentaenker matematisk stof og matematiske

kompetencer i undervisningen. (Bgrne- og Undervisningsministeriet, 2019b, s. 6)
| forhold til Faelles Mal bliver omdrejningspunktet i ph.d.-projektet hovedsageligt, at den
matematiske kompetence, der her kaldes “Rasonnement og tankegang” bliver sammentaenkt
med ferdigheds- og vidensomrader inden for stofomradet “Geometri og méling”. | selve
matrixstrukturen ligger der et didaktisk arbejde og en frihed for lereren og opgave- og
undervisningsdesignere i at koble matematiske kompetencer og stofomrader i forskellige
undervisningsforlgb. Matrixstrukturen prasenteres ogsa i KOM-rapporten (se fx s. 114 heri).
Feelles Mal for faget Matematik er opdelt i tre matricer, én der er rettet mod 1-3. klassetrin, én
der er rettet mod 4.-6. klassetrin og én der er rettet mod 7.-9. klassetrin. | ph.d.-afhandlingen er
der hovedsageligt fokus pa at benytte den malmatrix, der er rettet mod mellemtrinnet, men i
afprgvning 2 bliver der ogsa skelet til malmatrixen rettet mod udskolingen. I den forbindelse
er det vigtigt at sla fast, at brugen af Feelles Mal som en af de overordnede rammer for projektet
ogsa indebeerer at forholde sig til, at “Rasonnement og tankegang” er sliet sammen heri (se
evt. Thomsen og Jankvist, in press). Selvom afprgvningerne ogsa tager udgangspunkt i Felles
Mal er det hovedsageligt kompetencebeskrivelserne fra KOM-rapporten, der udger grundlaget
for analyserne i afhandlingen. For de videre analyser i afhandlingen betyder det, at hovedfokus

er pa reesonnementskompetencen, men at tankegangskompetencen inddrages i det omfang, det
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giver mening i forhold til de matematikholdige situationer, der preesenteres. Tankegangs-

kompetencen omfatter bl.a.:

(...) at kende, forstd og handtere givne matematiske begrebers raekkevidde (og
begraensning) og deres forankring i diverse domener, i at kunne udvide et begreb
ved abstraktion af egenskaber i begrebet, i at kunne forstd hvad der ligger i
generalisering af matematiske resultater, og selv at kunne generalisere sadanne til
at omfatte en stgrre klasse af objekter.

Denne kompetence omfatter ogsa det at kunne skelne, bade passivt og aktivt,
mellem mellem forskellige slags matematiske udsagn og pastande, herunder
“betingede udsagn”, “definitioner”, “setninger”, “fenomenologiske pastande” om
enkelttilfeelde, og “formodninger” baseret pa intuition eller erfaringer med

specialtilfelde. (Niss & Jensen, 2002, s. 47)

Der er serligt to beskrivelser i KOM-rapporten, som ph.d.-projektet forsgger at udfordre. |

KOM-rapporten star der bl.a. omkring reesonnementskompetencen:

Nar det geelder reesonnementskompetencen indgar det at kunne afdekke de
barende idéer i et matematisk bevis ikke i grundskolen. Et par forhold vedrgrende
forbindelsen mellem raesonnementer generelt og matematiske beviser som
specialtilfelde indgar kun i karakteristikken i form af en forventning om
eksemplariske erfaringer. Det er tilfeeldet med hensyn til det at vide og forsta, hvad
et matematisk bevis er, samt det at kunne omforme heuristiske reesonnementer til
egentlige (gyldige) beviser. Pa mellemtrinnet og ned omfatter karakteristikken ikke
det at kunne bedemme et matematisk reesonnement, kun at kunne felge og forholde
sig til et sddant. (Niss & Jensen, 2002, s. 194)

I planleegningen og analyserne af afprgvningerne tages der bevidst udgangspunkt i reesonne-
mentskompetencens duale karakter. Det gares bl.a. med udgangspunkt i originalkilder, der
omhandler rasonnementer og beviser. Derved er der ogsa fokus pa, hvilke muligheder og

udfordringer mellemtrinselever mader, nar de ogsa gver sig i at kunne afdekke beaerende ideer

i beviser og bedemme et matematisk reesonnement. Om tankegangskompetencen star der bl.a.:

Tankegangskompetencen er for grundskolen som helhed kun daknings-
gradsmeessigt afgraenset i forhold til grundkarakteristikken ved ikke at omfatte
abstraktion af egenskaber i matematiske begreber. Pa mellemtrinnet og ned
omfatter karakteristikken ikke generalisering af matematiske resultater, ligesom
der kun fordres en lejlighedsvis aktiv skelnen mellem definitioner og satninger,
ikke en mere udbygget og detaljeret forstaelse af forskellen mellem forskellige
slags udsagn og deres status. (Niss & Jensen, 2002, s. 194)
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I neerveerende ph.d.-projekt fokuseres der netop pa, at eleverne skal gve sig i at generalisere
matematiske resultater, sa det forsgges ogsa at udfordre denne begransning i forhold til

mellemtrinnet.

3.3. De fire teoretiske distinktioner

| dette afsnit beskrives de fire teoretiske distinktioner, én for én, som bliver brugt i forskellige

kombinationer i afhandlingen.
3.3.1. Reesonnementskompetencens duale karakter

Ifalge KOM-rapporten har alle de 8 matematiske kompetencer altsa en dual karakter, en
undersggende og en produktiv side. Det galder ogsa for reesonnementskompetencen. Derfor
bliver det afggrende, at der skabes mulighedsrum for eleverne for bade at udvikle den
undersggende og produktive side af deres raesonnementskompetence. Her kan elevernes
arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra bidrage med noget serligt.
Arbejdet med originalkilden legger op til, at eleverne undersgger og felger argumenter,
reesonnementer eller beviser. Samtidig med, at eleverne ved at arbejde med GeoGebra bade i
forhold til at undersgge indholdet i originalkilden og selv udforme argumenter, reesonnementer
og beviser ligeledes arbejder med den produktive side af reesonnementskompetencen. Det er
ikke i sig selv givet, men et potentiale, der ligger i at arbejde med samspillet (Thomsen, 2021a).

Derfor er denne distinktion bade vigtig i forhold til at planleegge og analysere afpravninger.
3.3.2. Pragmatisk, retfeerdigggrende og epistemisk mediering

| dette afsnit vil der i udfoldelsen af termerne: Epistemisk, pragmatisk og retfeerdiggagrende
mediering bade indga eksempler fra Misfeldt og Jankvist (2018), Jankvist og Misfeldt (2019)
samt Jankvist et al. (2019) heromkring. Jankvist et al. (2019) beskriver, at Misfeldt og Jankvists
(2018) definitioner af de tre former for medieringer bl.a. udspringer af hhv. Harel og Sowders
(2007) teori om overbevisningsskemaer, Artigues (2002) beskrivelse af pragmatisk og
epistemisk verdi og Trouches udlegning af instrumentel genese og brug af skemaer, som
hviler pa Vergnauds og Piagets beskrivelse af skemaer samt Rabardels (1995) beskrivelse af
mediering og instrumentel genese. Trouche bygger pa Piagets og Vergnauds brug af skemaer,
som en psykologisk indgang til instrumentel genese. Her ses skemaer bl.a. som en vasentlig
forbindelse mellem rettet handling, gestus, og tanke (Trouche, 2016, s. 237). Trouche definerer
teknikker som “sets of gestures realized in the execution of a task on an instrument;

instrumented techniques are techniques involving artefacts and are thus the gestures of

75



instrumented action schemes” (Monaghan 2007, s. 65). Inden for denne forstaelse kan den
instrumentelle genese beskrives som den dialektiske relation mellem redskab og skema.
Teknikkerne er tegnene pa subjektets handlinger og tanker i interaktion med redskabet,
artefaktet. Trouche (2005) beskriver bl.a., hvordan et artefakt kan blive et personligt instrument

igennem processen instrumentel genese. Denne proces definerer han bl.a. som:

(...) instrumental genesis is a process (therefore needs time) and has two

components, the first one (instrumentalization) directed toward the artifact, the

second one (instrumentation) directed toward the subject (...). (Trouche, 2005, s.

145)
Ifalge Trouche har skemaer tre funktioner i forhold til subjektet: 1) En pragmatisk funktion, til
at gere noget, 2) en heuristisk funktion, til at foregribe og planleegge handlinger og 3) en
epistemisk funktion, at forsta noget (Monaghan, 2007). Her er det vigtigt at pointere, at disse
bl.a. adskiller sig fra Jankvist og Misfeldts (2018) beskrivelser af medieringer ved, at sidst-
naevnte decideret er rettet mod arbejdet med reesonnementer og beviser. Misfeldt og Jankvist
(2018) har arbejdet med de tre distinktioner: Pragmatisk, retfeerdigggrende og epistemisk
mediering i forhold til brug af CAS. Jankvist og Misfeldt (2019) karakteriserer de tre former

for medieringer pa falgende made:

Rather it makes sense to distinguish between three critical mediations of CAS
(Misfeldt & Jankvist, 2018):

1. CAS use for justification (justificational mediations),
2. CAS use for conveying meaning and understanding (epistemic mediations), and

3. CAS use for solving tasks or satisfy other external needs (pragmatic mediations).

(s. 239)
Retferdiggarende mediering er knyttet til beviser, som ikke forklarer, men kun beviser.
Herunder hgrer de eksterne overbevisningsskemaer (Harel og Sowder, 2007). Her kan fx veere
tale om, at det er lereren eller lerebgger, der udger en autoritet i forhold til overbevis-
ningskraften i bevisets gyldighed (Harel & Sowder, 2007) eller CAS kan udggre en lignende
autoritet — beviset geelder, fordi CAS viser det (Jankvist & Misfeldt, 2019). Ses dette i relation
til arbejdet med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra, kan der fx veere tale om ud fra
Harel og Sowders (2007) definition, at elever og lerere retferdigger et bevis, fx blot fordi
Euklid skriver, det er det, eller at elever og leerere retfeerdigger en pastand blot fordi, GeoGebra
viser det (se fx Mason, 1991).
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Pragmatisk mediering er ifglge Misfeldt og Jankvist (2018) knyttet til en eller flere af
overbevisningsskemaerne, herunder det empiriske overbevisningsskema, som ifglge Harel og
Sowder (2007) omfatter induktive og perceptuelle overbevisningsskemaer. Misfeldt og
Jankvist (2018) brugte de tre medieringer i forhold til analyser af brug af CAS i
leerebogssystemer. | ph.d.-projektet bruges de tre former for medieringer i forhold til at
analysere opgaver i forhold til samt elevernes arbejde med et dynamisk geometriprogram,
GeoGebra. Det betyder, at man som forsker og leerer ma medtaenke den form for visualisering
GeoGebra tilbyder (Thomsen & Jankvist, 2020). Det giver nogle andre betingelser for at
medtenke intuition og sprog i forhold til at arbejde med samspillet med henblik pa at
understgtte udvikling af elevernes reesonnementskompetence end det ville gare, hvis CAS blev
brugt. De geometriske konstruktioner, der udfgres i GeoGebra kan udgere eksempler, der
virker overbevisende i sig selv. Pa baggrund af reviewet kan det synes som om, dragging kan
spille en serlig rolle, nar det handler om at skabe matematiske situationer, hvor elevers arbejde
med GeoGebra kan udggre muligheder fra at ga fra at udgere en pragmatisk mediering til en

epistemisk mediering.

Jankvist og Misfeldt (2019) refererer til Hanna (1990) i forhold til at karakterisere, at
epistemisk mediering er knyttet til beviser, der forklarer og til Harel og Sowders (2007)
deduktive overbevisningsskemaer. | forhold til nearverende afhandling kan det veere
betydningsfuldt at udfolde Harel og Sowders (2007) definition af deduktive overbevis-
ningsskemaer. De beskriver to forskellige klassifikationer heraf: Det aksiomatisk deduktive og
det transformerende overbevisningsskema. Sidstnaevnte er karakteriseret ved generalitet,
operationel teenkning og logiske slutninger. Arbejdet med fx Euklids Elementer og brugen af
GeoGebra kan umiddelbart synes at understgtte elevernes muligheder for at forsta uddrag af
Elementerne og pa den baggrund stifte bekendtskab med aksiomatisk deduktive beviser samt
fa en begyndende forstaelse herfor. Ligesom det arbejde kan have potentialet til at understatte
elevernes muligheder for selv at forsta og udfare aksiomatisk deduktive beviser. Hvis elever
eller elever og laerere i feellesskab ikke nar helt i mal med at forsta og udfare et aksiomatisk
deduktivt bevis, kan de alligevel med udgangspunkt i opgaverne, der er knyttet deres arbejde
med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra opna at arbejde med at forsgge at
operationalisere, generalisere og drage logiske slutninger. Det gaelder ogsa selvom de ikke
gennemfarer en kade af sammenhangende eller pa hinanden felgende argumenter, pa

baggrund af hvilke de kan udfare logiske slutninger. Nar der er tegn herpa, tolkes det
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fremadrettet som, at de opgaver, eleverne arbejder med, og den dialog de har heromkring,

understgtter en udvikling og udfoldelse af transformerede overbevisningsskemaer.

Det kan ogsa veere givende at fremhaeve Harel og Sowders (2007) brug af begreberne

“ascertaining” og “persuading”. Om dem skriver de bl.a:

Ascertaining is the process an individual (or a community) employs to remove her

or his (or its) own doubts about the truth of an assertion. Persuading is the process

an individual or a community employs to remove others’ doubts about the truth of

an assertion. (Harel & Sowder, 2007, s. 808)
Ifalge Harel og Sowder bestar bevisprocessen af begge dele, at kunne overbevise sig selv og at
kunne overbevise andre. | ph.d.-projektet leegges der veaegt pa, at eleverne i deres arbejde med
matematiske argumenter og raesonnementer bliver sat i situationer, hvor de ogsa skal overbe-

vise sig selv i deres samarbejde med andre.

Misfeldt og Jankvists (2018) distinktion mellem pragmatisk, retfeerdigggrende og epistemisk
mediering kan medvirke til at skeerpe planlaegning af opgaver og forlgb, der indeholder brug af
digitale teknologier, og hvor malet er at understette elevers muligheder for at udvikle deres
raeesonnementskompetence. Det synes ogsa at geelde, nar der er fokus pa, at eleverne skal
arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra (se fx Thomsen & Jankvist, 2020).
Derfor bliver disse distinktioner bade brugt som planlaegnings- og analyseredskab i forhold til
afprevningerne (jf. kapitel 4 og 6), mens de i lerebogsanalysen bliver brugt som analyse-
redskab (jf. kapitel 5).

3.3.3. Dynamisk og statisk laesning

Mellin-Olsen (1984) opererer bl.a. med en distinktion mellem statisk og dynamisk laesning.
Statisk og dynamisk laesning ses i dette projekt bade i forhold til selve det at laese og bruge
originalkilder, men ogsa at leese de repraesentationer GeoGebras feedback giver mulighed for
at “laese”. Mellin-Olsen (1984) refererer til semiologien og giver pa den baggrund en bred

definition af systemer af tegn:

Vi ma analysere begrepet skrifttegn i og med at teorikunnskaper fgrst og fremst
assosieres med papir-og-blyant-kunnskaper. | vitenskapen om tegnenes liv,
semiologien, bliver tegn definert vidt. Det er tale om skrifttegn, spraktegn,
kroppstegn, musiktegn, billedtegn osv. Systemer av tegn kan udgjgre sprak:
talesprak, skriftsprak, kroppssprak, musikksprak, billedsprak osv. (Mellin-Olsen,
1984, s. 80)
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Ud fra dette syn pa tegn kan originalkilder og GeoGebra ses som to forskellige muligheder for
at arbejde med forskellige tegnsystemer. Umiddelbart kan man fremhave, at de originalkilder,
der arbejdes med i ph.d.-projektet i hgj grad er baseret pa skrift- og sprogtegn, der til tider er
understgttet af et billedsprog. Sidstneevnte er af didaktiske arsager flere gange taget ud af de
opgaver, der knytter sig til elevernes arbejde med originalkilden, saledes at eleverne selv
konstruerer deres eget understgttende billedsprog ved hjelp af GeoGebra. GeoGebra har nogle
muligheder og begraensninger i forhold til det billedsprog, eleverne kan konstruere heri ved
brug af GeoGebras “knapper”, fordi den euklidiske geometri er inkluderet i den made
programmet er designet pa (Thomsen, 2020). De billedtegn GeoGebra stiller til radighed, kan
pa baggrund af lerernes og elevernes sammensatning heraf, nar de konstruerer forskellige
geometriske figurer, udgare et billedsprog, som ikke i sig selv er ledsaget af et understgttende
meningsskabende skrift- og talesprog. Det skal leerere og elever selv producere undervejs i
arbejdet hermed. Ifglge Mellin-Olsen (1984) knyttes det, at eleven kan bruge tegn fleksibelt i
fx problemsituationer til, at eleven forstar den matematiske sammenhang, tegnet indgar i. Det
synes som om, der er et potentiale i forhold til bevidst at arbejde med at udvikle elevernes
muligheder for at kunne bruge tegn fleksibelt. Her kan distinktionen mellem begreberne
dynamisk og statisk leesning at veere velegnet til at fa blik herfor. Mellin-Olsen (1984) refererer
til den tyske fagdidaktiker Michael Otte, som studerede det klassiske lingvistiske problem
omkring, hvorvidt det er tegnet, der giver mening til den, som laeser det, eller om det er lzeseren,

som giver mening til tegnet:

Otte og hans medarbejdere studerte farst trykkekunstens historie. De fant et
markert skille med Gutenbergs oppfinnelse av den fleksible satsen (1428). Fer
Gutenberg hadde teksten stor autoritet. Begrepene og teoriene ble knyttet til
bestemte fremstillinger, fordi det var fa muligheter til & variere satsen. Ofte ble
kunnskapene knyttet til bestemte personer. Tegnopfatningen var bokstavelig
(litteral), det var farst og fremmest forfatterens bruk av tegnet som gav leseren
mening. (Mellin-Olsen, 1984, s.86)
Pa den baggrund definerer Mellin-Olsen den dynamiske lesning som, at “Leseren bruker sin
egen forstaelse nar han leser, og han bruker den nar han oppfatter innholdet i teksten” (Mellin-
Olsen, 1984, s. 86). Her fremhaever Mellin-Olsen, at den leesemade star i modsatning til den
statiske leesning, “der gjer tegnet til autoritet. Det er tegnet og forfatterens bruk av det, som
alene gir mening til tegnet” (s. 86). En af pointerne ved den dynamiske laesning er at give
eleverne ejeskab til teksten ved at give dem mulighed for at ga i dialog med teksten. Netop her

er der ogsa et potentiale i at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra, da
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originalkilderne ofte er skrevet i et sprog, hverken elever eller lgrere er helt familiszere med at
bruge. Derfor kraever det i sig selv et forstaelsesarbejde, som kan knytte sig til en forstaelse af
selve de ord, s&tninger og notationer, der benyttes i teksten. | forleengelse heraf kan det ogsa
knytte sig til at opbygge en forstaelse af indholdet og ydermere en forstaelse, der ogsa fordrer,
at elever eller leerere forholder sig hertil. Hvis der hovedsageligt er tale om, at elever og leerere
sgger og opnar en forstaelse af de ord, sa&tninger og notationer, der indgar i originalkilden, kan
det karakteriseres som en statisk leesning af teksten, eftersom det stadig ferst og fremmest er
en forstaelse af forfatterens brug af tegnet, der er malet med laesningen. Hvis dette forstaelses-
arbejde ogsa indeholder, at elever og lerere forholder sig til originalkildens indhold og
begynder at ga i dialog hermed ved fx at forholde sig spergende til, om det nu ogsa kan passe
eller ved at bruge originalkilden som afszt til en videre dialog omkring indholdet, kan det
karakteriseres som hgrende ind under en dynamisk laesning. Det synes ikke som, Mellin-Olsen
(1984) med dynamisk laesning mener, at elever og lerere kan tolke, hvad som helst ud fra
teksten og tillegge den sin helt egen betydning. Frieds (2007) skelnen, med reference til
Saussure (1974), mellem en synkron og diakron beskrivelse af sprogsystemer i forbindelse med
at arbejde med matematikhistorie kan yderligere bidrage til en forstaelse af at arbejde med
sprogsystemer i en kontekst, hvor der er fokus pa at arbejde med samspillet mellem original-
kilder og GeoGebra, da det i nogen udstreekning kan vere med til at eksplicitere denne skelnen.
Ligesom den kan siges at veere med til at skabe rammerne om et fortolkningsspeandingsfelt i
elevernes mulige dynamiske laesning af bade originalkilder og GeoGebra. Forskelle og ligheder
mellem tegnbrug og tegnforstaelse i hhv. leesning og brug af matematik i en originalkilde og
GeoGebra kan ses i lyset af, at de historiske forskelle tilleegges veerdi og skaber nye fortolk-
ningsrum og dermed nye mulighedsrum for at reesonnere. Dette kan fx gere sig geldende, hvis
dragging eller malefunktionen i GeoGebra tages i brug. En sadan brug af GeoGebra kan bruges
til at ga i dialog med teksten, ligesom teksten her kan understatte, at elever og lerere kan ga i
dialog med feedbacken fra GeoGebra.

3.3.4. Regel- og strukturopfattelse

Ifalge Mellin-Olsen (1984) kan en regelopfattelse inden for matematik beskrives som
“kunnskapen om hvordan matematikken brukes i praksis, som regler og prinsipper” (Mellin-
Olsen, 1984, s. 32). Mellin-Olsen fremhaver, at en modsetning hertil er “forstaelsen av
hvordan reglen er knyttet til sin struktur, det vil si, hvorfor reglen har blitt slikk den har blitt.
Dette kaller vi i det fglgende for strukturopfatning, i motsetning til regeloppfatning” (Mellin-

Olsen, 1984, s. 32). Mellin-Olsen pointerer yderligere, at matematik er et struktureret fag. Det
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kan vaere forklaringen pa, at undervisningen heri ofte har strukturforklaringer som et mal:
“Resultaterne haenger sammen, det ene kan afledes af det andet og ved hjelp af fagets
slutningsregler kan man udlede nye slutningsregler, som man har brug for” (Mellin-Olsen,
1984, s. 36). Hvis man sammenholder disse definitioner med Mellin-Olsens beskrivelse af teo-
rier inden for matematikken, synes disse ogsa at kunne relateres til bade reesonnementer og
brugen af GeoGebra, om end det ikke kan siges at have veeret sigtet for Mellin-Olsen. Han

skriver med reference til Otte bl.a.:

Otte sier at det nettopp er disse sammenhengene eller relasjonene mellom delene
av figuren som utgjer den teoretiske kunnskapen. Slik bliver teoretiske kunnskaper
ogsa dynamiske. Kunnskapene omfatter forhold og relasjoner mellem objekter, de
gjelder ikke objektene isolert.

En teori er derfor et system av relasjoner, der en beskriver sammenhengen innefor

systemet. Sagt pa en annen mate: Teoretiske kunnskaper er ikke ideer som er i ro.

De samler seg om ideer som beveger seg i forhold til andre ideer. (Mellin-Olsen,

1984, s. 96)
Mellin-Olsen (1984) fremhaever altsa, at forstaelsen af det teoretiske baserer sig pa relationerne
eller sammenhangene mellem delene af figuren, forstaelsen knytter sig ikke til isolerede
objekter. I ovennavnte citat henvises til dele af figurer, hvilket passer godt ind i en geometrisk
sammenhang, men det skal formentligt ogsa ses i en mere overfgrt betydning. Sa det ogsa
geelder inden for andre dele af de matematiske omrader, maske kan en oversettelse af figur her
veere “et monster”, forstdet som et mgnster bag forskellige matematiske pastande. Her er det
altsa ikke et fokus pa de enkelte delelementer af meanstret, der i sig selv understgtter en
udvikling af en forstaelse for teorien, men et fokus pa relationerne, strukturerne i mgnstret, der
understgtter en teoretisk forstaelse. Hvis det sammenholdes med de to begreber regelopfattelse
og strukturopfattelse, kan farstnaevnte knyttes til arbejdet med de isolerede objekter, mens
sidstnaevnte kan knyttes til arbejdet med at se og forsta relationerne, strukturerne, bag reglerne.
Hvis dette ses i relation til at arbejde med GeoGebra, kan det forhold, at euklidisk geometri er
indlejret i opbygningen af GeoGebra give nogle udfordringer i forhold til at arbejde med
reesonnementer (Thomsen, 2021a). Hvis Mellin-Olsens termer overfagres til brugen af GeoGe-
bra, kan man sige, at der i GeoGebra er rige muligheder for at koble enkeltobjekterne i form af
fx at benytte dragging, at se pa bade den geometriske reprasentation og den algebraiske
repraesentation osv. Det giver dog bare ikke sig selv, at eleverne far adgang til strukturerne bag
disse koblinger. Det skal der arbejdes med bade i design af opgaver, undervisningsforlgb og

dialoger undervejs i et sadant. | KOM-rapporten defineres reesonnementskompetencen bl.a. ved
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at besta i, at eleverne kan falge og udforme en keede af argumenter. Hvilket kan tolkes som, at
der netop er fokus pa strukturerne imellem de forskellige argumenter, hvordan de hanger
sammen og hvilke mulige slutninger det giver anledning til. Det kan fremfares som, at de
uddrag af originalkilder, der benyttes i afpravningerne, bestar af forskellige enkelte objekter,
der preesenteres som et samlet mgnster, kaeder af argumenter. | s&tning 6, bog 1V i Euklids
Elementer: | en given cirkel at indskrive et kvadrat, udger disse et bevis. Mens der i Platons
Menon i hgjere grad fokuseres pa argumenterne, at fa disse ekspliciteret undervejs i
opbygningen af resonnementerne, som ogsa samlet i kraft af deres opbygning kan ses som et
bevis. | begge tilfeelde bliver der praesenteret en struktur, en opbygning, hvor forskellige
objekter sattes i relation til hinanden. Disse kan muligvis fglges, hvis de ses som en raekke af
enkelte objekter med tilhgrende regler, der settes sammen. Ud fra Mellin-Olsens (1984) beskri-
velse, synes de farst at kunne forstas, hvis der er en forstaelse for, hvordan de er sat sammen,
altsd relationerne, strukturerne herimellem. 1 tilfeeldet med Euklids setning 6, bog IV, er der
altsa tale om at fa en forstaelse for at kunne faglge opbygningen af beviset i forhold til at se
sammenhangen mellem cirklen og den indskrevne kvadrat. Her kan arbejdet med at bruge
samspillet mellem originalkilder og GeoGebra ogsa ses som en made at udforske forskellige
former for ideer. De ideer laesningen af originalkilden giver anledning til og de ideer arbejdet
med GeoGebra giver anledning til. Her ma man igen holde sig for gje, at euklidisk geometri er

indbygget i GeoGebras funktioner.

Distinktionerne mellem regel- og strukturopfattelse er medtaget her for at nuancere og udvide
blikket pa Misfeldt og Jankvists (2018) beskrivelse af de tre former for medieringer. Mellin-
Olsens (1984) distinktioner ger det ogsa muligt, dels at fokusere pa, om der hovedsageligt
synes at vere en regel- eller strukturopfattelse pa spil, og dels at fokusere pa at indsnavre og
udvide de matematiske strukturer forskellige argumenter, reesonnementer og beviser bygger
pa. Det galder bade i forhold til at aktivere den undersggende og produktive side af

reesonnementskompetencen undervejs i arbejdet med GeoGebra.

3.4. Forskellige kombinationsmuligheder

De fire teoretiske distinktioner adskiller sig fra hinanden og bruges alle i denne afhandling med

forskelligt fokus for gje:

e Den undersggende og produktive side af reesonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002)
samt Mellin-Olsens (1984) begreber regel- og strukturopfattelse er distinktioner, der knytter
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sig til elevernes matematiske forstaelse, beherskelse og handlerum, nar de arbejder med at
lase opgaver og formulere matematiske argumentationer, reesonnementer og beviser.

e Misfeldt og Jankvists (2018) medieringer er sarligt knyttet til de medieringsmuligheder
elevernes samt elevernes og lererens arbejde med GeoGebra laegger op til. Deres arbejde
med originalkilder spiller ogsa ind herpa.

e Mellin-Olsens (1984) begreber dynamisk og statisk leesning knytter sig til elevernes geren

og laden, mens de leser hhv. originalkilder og GeoGebra.

De fire distinktioner opfattes ikke og bruges ikke som samlet ramme i hverken planleegning
eller analyser i afhandlingen. De ses som fire selvstendige distinktioner, der kan kobles pa

forskellig vis.
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4. Design Based Research

| dette kapitel praesenteres Design Based Research (DBR), som danner den metodologiske
ramme om ph.d.-projektet. Forstaelsen af DBR som en metodologisk ramme er inspireret af
Bakker (2019), som bl.a. skriver:

Design research is an approach in the sense that it can be compared with action
research or experiment. However, it is also more general than particular strategies
such as survey, case study, or experiment in the sense that within design research
these strategies can be used. This is the reason that some experts prefer to call
design research a methodological framework rather than a strategy. It is a genre of
flexibly using existing research approaches for the purpose of gaining design based
insights and research-based designs. (Bakker, 2019, s. 7)
Bakkers (2019) beskrivelse af at bruge eksisterende forskningstilgange fleksibelt med det
formal at opna designbaseret indsigt og forskningshaserede design falder i trad med, at malet
med ph.d.-projektet er at udvikle didaktiske principper pa baggrund af den lgbende
vekselvirkning mellem designbaseret indsigt og forskningsbaserede design, der har veeret

rammen om arbejdet med de 3 forskellige afpravninger.

Kapitlet indledes med en beskrivelse af forskellige tilgange til og betegnelser for designstudier,
hvorefter valget af betegnelsen DBR begrundes. Derefter fokuseres der pa formal, forholdet
mellem teori og praksis, funktioner og karaktertraek, faserne i et klasserumsdesignstudie og det
hypotetiske leeringsspor. Disse fokusomrader beskrives i hver deres afsnit, som indledes med
en mere overordnet beskrivelse af fokusomradet pa baggrund af udvalgte tekster. Hvert afsnit
afsluttes med en beskrivelse af, hvordan de forskellige fokusomrader udspiller sig i forhold til
neerveaerende ph.d.-afhandling. Kapitlet afsluttes med en beskrivelse af dataindsamlingsmetoder

i ph.d.-projektet.

4.1. De mange betegnelser og varierende indhold

Studier, der baserer sig pa design af forskellig karakter, har mange betegnelser inden for
uddannelsesmaessig forskning. Formalet med dette afsnit er at give et kort indblik i nogle
ligheder og forskelle mellem betegnelserne og indholdet heraf og pa den baggrund argumentere
for, hvordan der i resten af kapitlet navigeres i forhold til brug af de forskellige betegnelser,
samt hvorfor DBR er den endelige betegnelse, der bruges i ph.d.-projektet. Cobb et al. (2017)

fremhaever nogle af de forskellige betegnelser, der bliver brugt:
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Design studies have been given various names, including design experiments
(Brown, 1992; Collins, 1992; Edelson, 2002), design-based research (Design-
Based Research Collaborative, 2003), educational design research (van den Akker,
Gravemeijer, McKenney, & Nieveen, 2006), and developmental research
(Gravemeijer, 1994). (s. 208)
Endvidere pointerer Cobb et al. (2017) med reference til Bakker og van Eerde (2015), at denne
mangfoldighed af betegnelser hovedsageligt har en historisk begrundelse og afspejler
forskellige metodologier i de lande, hvori betegnelsen til design studies er oprundet. Ifalge
Cobb et al. (2017) knytter navnet “developmental research” sig til forskning, hvor metodikken
fremkom i sammenhang med udvikling og forbedring af leeseplansmaterialer. Barab og Squire
(2004) refererer bl.a. til Collins (1992) og Brown (1992), som begyndte at tale om “design
experiments”, hvor man sammenlignede behandlings- og kontrolgrupper, som et slags modsvar
til laboratoriebaserede undersggelser inden for den kognitive psykologi, fordi de mente, at
mange af de spergsmal, de fandt vigtige, ikke kunne adresseres og besvares tilstreekkeligt
herigennem. Ifglge Cobb et al. (2017) opstod “Design research” ligeledes, fordi andre forskere
inden for den kognitive psykologi ville overkomme det, at der skulle indga en behandlings- og
kontrolgruppe, som 14 i metoden “design experiments”. Cobb et al. (2017) velger at bruge
betegnelsen “design studies” med den begrundelse, at de gerne vil undga at blive slaet i
hartkorn med forskning, der involverer eksperimentelle sammenligninger af to eller flere
grupper. En lignende argumentation bruger Design-Based Research Collective (2003), som

skriver:

We use the phrase design-based research methods deliberately (after Hoadley,

2002) to avoid invoking mistaken identification with experimental design, with

studies of designers, or with trial teaching methods. (s. 5)
Design-Based Research Collective er en gruppe af fakulteter og forskere, som arbejder med at
undersgge og forbedre praksisdesignbaseret forskning i uddannelse. Bakker og van Eerdes
(2015) bruger ogsa betegnelsen DBR og fremhaver, at en ngglekarakteristik herved er, at de
uddannelsesmaessige ideer for bade studerende og undervisere er formuleret i designet, men
kan justeres undervejs i den empiriske testning, fx hvis de ikke virker, som antaget. De ger
yderligere opmarksom pa, at herved adskiller DBR sig fra andre interventionsforsknings-
tilgange, da disse som oftest adskiller design og testning. Selvom Bakker og van Eerdes (2015)
bruger betegnelsen DBR, foretreekker Bakker (2018), som antydet i starten af narveerende

kapitel, betegnelsen Design Research.
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I nerverende ph.d.-afhandling er betegnelsen DBR den gennemgaende. | forhold til de
ovenstaende beskrivelser undgas ordet eksperiment og dermed ogsa risikoen for at signalere,
at studiet involverer eksperimentelle sammenligninger af grupper. Dertil kommer, at jeg finder
termen DBR mest passende og daekkende for mit projekt, fordi ordet “based” indikerer, at der
leegges stor veaegt pa designdelen, men ikke som en altoverskyggende faktor. Forskningen er
“baseret” pa designet, men ikke kun direkte influeret heraf. Undervejs i mit projekt har jeg i
perioder arbejdet med et hovedfokus pa, hvordan jeg kunne fa teoridelen til at hange sammen.
Dette var pa sin vis forankret i arbejdet med et design, men ikke alene. Hvis jeg havde valgt at
bruge betegnelsen “design studies”, havde jeg i hgjere grad valgt en position, hvor jeg ansa
dette teoriarbejde som et middel til at na malet. Andre gange har jeg haft et absolut hovedfokus
pa at veere nysgerrig pa praksis, fordi det ogsa i sig selv var interessant og leererigt. Der er
vigtige dele af praksis, som ikke bliver en del af designet, bl.a. fordi de er for komplekse og
ikke lader sig indfange af eller forme af bestemte praksisdesigns, ej heller teorier. Pa den bag-
grund anser jeg betegnelsen DBR for at veere den bredeste betegnelse af dem, der er praesenteret

i dette afsnit.

4.2. Formalet med DBR

I de udvalgte tekster, der danner grundlag for dette kapitel, er der en bred enighed om, at en
endog serdeles vigtig pointe ved at gennemfgre DBR er potentialet ved det metodologisk
indlejrede spaendingsfelt mellem teori og praksis. Barab og Squire (2004) fremhaver, at DBR
har til hensigt at producere nye teorier, artefakter og praksisser, der kan bruges af og pavirke
undervisning og leering i naturlige omgivelser. De skriver, at deres overordnede mal med at
bruge DBR er:

Our goal, as applied researchers engaged in doing design work, is to directly impact
practice while advancing theory that will be of use to others. (Barab & Squire,
2004, s. 8).
Derudover anser Barab og Squire (2004) det ogsa, som vaerende et mal, at forskere, der arbejder
med DBR abent fremlaegger og problematiserer deres design og resultater. Herigennem tages
der hgjde for og gives indsigt i lokale dynamikker samt det komplekse ved bade at veere desig-
ner og forsker i et og samme projekt. Med reference til Cobb et al. (1999) pointerer Barab og

Squire (2004), at forskeren netop ikke skal adskilles fra praksiskonteksten, men griber ind ved
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hjeelp af interventioner, afprgvninger, som understatter mulighederne for at undersgge teore-
tiske spargsmal og udforske lering. Om forholdet mellem konteksten og de udviklede teoriers

robusthed samt balancen mellem forfinelse og tilpasning, skriver de bl.a.:

The goal is not to “sterilize” naturalistic contexts from all confounding variables
so the generated theory is more valid and reliable. Instead, the challenge is to
develop flexibly adaptive theories that remain useful when applied to new local
contexts. (Barab & Squire, 2004, s. 11)
Ifglge Barab og Squire (2004) er synlighed omkring kompleksitet, den lokale kontekst, de
variable, der har veeret i spil i det givne DBR-projekt m.m. medvirkende til, at man kan teste
og udvikle teorier, der er smidige nok til at opretholde deres robusthed ogsa hvis situationelle

variabler &ndres.

Som navnt i de indledende afsnit af narveerende ph.d.-afhandling findes der ikke meget
forskning omkring at arbejde med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra pa mellem-
trinnet. Der findes heller ikke meget forskning specifikt omkring at arbejde med dette samspil
set ud fra et bredere matematikuddannelsesperspektiv med henblik pa at understgtte elevernes
mulighed for at udvikle deres reesonnementskompetence samt historiske bevidsthed. Pa trods
heraf har jeg som beskrevet i kapitel 2 “Review” og kapitel 3 “Teori” udvalgt 4 teoretiske
distinktioner og nogle didaktiske opmarksomhedspunkter, som bruges senere i hhv. design,
udarbejdelse og analyse af afprgvningerne. Lige savel som de teoretiske distinktioner ogsa
bringes i spil i analysen af leerebogssystemet. Formalet med ph.d.-projektet er pa baggrund af
disse afprgvninger og analyser at give bade et teoretisk bidrag og et mere praksisrettet bidrag.
Det teoretiske bidrag kan netop ses som en avancering af brugen af de 4 forskellige teoretiske
distinktioner (jf. afsnit 3.3. “De fire teoretiske distinktioner” og afsnit 3.4. “Forskellige
kombinationsmuligheder”). Avanceringen bestar i, at teorierne pa baggrund af analyserne
kombineres pa en made, som kan synes hensigtsmassige, hvis der fremadrettet skal arbejdes
med at kvalificere arbejdet med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra med henblik pa
at understatte elevernes muligheder for at udvikle deres reesonnementskompetence. Ligesom
den historiske bevidsthed ogsa settes i spil i forhold hertil. Dertil kommer det mere praksis-
rettede bidrag, der bestar i, at der pa baggrund af udviklingen af en hensigtsmassig teorisam-
mensatning formuleres mal for undervisningen, der knytter sig til de forskellige teoretiske
distinktioner samt spargsmal til leerere eller laererteams, som vil give sig i kast med at arbejde

med samspillet mellem originalkilder og GeoGebra (jf. afsnit 7.4.2. og 7.4.3.). De to forskellige
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former for bidrag hanger altsa sammen og defineres i ph.d.-projektet som didaktiske princip-
per. Principperne er udformet pa baggrund af de 3 afprevninger, en pa hhv. 5., 6. og 7.
klassetrin. P& 6. og 7. klassetrin arbejdes der med samme originalkilde: Euklids fem farste
forudsaetninger i bog | samt s&tning 6, bog IV, mens der pa 5. klassetrin arbejdes med et uddrag
af Platons Menon. Selvom det var samme originalkilder, der blev arbejdet med i de to af afprav-
ningerne, var der alligevel variation i opgaverne, der var tilknyttet hertil. Ligesom
orkestreringen af arbejdsformerne byggede pa nogle af de samme ting i alle tre afpravninger,
men ogsa varierede pa tvaers heraf. Det betyder forskellige former for variation mellem de tre
afprevninger med hensyn til bl.a. forskellige klassetrin, brug af kilder, opgaver og arbejds-
former. De didaktiske principper, der er kommet ud af arbejdet med DBR i ph.d.-afhandlingen,
er i farste omgang rettet mod mellemtrinnet, men det vurderes ogsa, at de kan have en robust-
hed, der gar, de kan bruges pa andre uddannelsestrin. Lige savel som de maske ogsa kan
udvikles yderligere i forhold til at arbejde med andre matematikholdige tekster, sdsom tekster,
der praesenteres i leerebogssystemer eller brug af originalkilder og andre digitale teknologier,
der ikke knytter sig til originalkilder med geometrisk indhold samt dynamiske geometri-

programmer. Dette udfoldes yderligere i kapitel 7 “Diskussion” og kapitel 9 “Perspektivering”.

4.3. Forholdet mellem teori og praksis — praksis og teori

For at skearpe blikket pa brugen af de fire teoretiske distinktioner (jf. kapitel 3) og begrebet
historisk bevidsthed i ph.d.-projektet sattes disse i relation til hhv. diSessa og Cobbs (2004)
beskrivelse af teorityper og de fem typer teorier, Bakker og van Eerde (2015) prasenterer i
forbindelse med DBR. Farst praesenteres min laesning af teoribrugen i de to tekster.
Efterfalgende argumenteres der for, hvor Bakker og van Eerdes (2015) prasentation af teorier
synes at adskille sig fra diSessa og Cobbs (2004). Afslutningsvist settes de fire teoretiske
distinktioner og begrebet historisk bevidsthed, der blev udfoldet i kapitel 3, i relation til diSessa
og Cobbs (2004) fire teorityper samt der gives en beskrivelse af, hvordan begreberne

“ontologisk innovation” og “hypotetisk leeringsspor” bruges i denne ph.d.-afhandling.
4.3.1. diSessa og Cobbs (2004) fgrste fire teorityper

diSessa og Cobb (2004) skelner mellem fire typer af teorier ift. den grad, de relaterer til den
konkrete kontekst. Den neden for beskrivende tekst er en forkortelse af pointerne fra diSessa
og Cobbs (2004, s. 80-83) beskrivelse af de fire typer af teorier:

e Grand theories — de store teorier, de store paedagogiske teorier omhandlende kognition eller

sociale processer, er pa linje med “evolutionsteorien” eller “Newtons mekaniske love”. De
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inkluderer fx Piagets teori om intellektuel udvikling, Skinners behavioristiske teori om
lering eller Newells forenede teorier om kognition. Vanskelighederne ved de store teorier
er, at de enten er for uferdige, upraecise eller er pa et sa generelt niveau, at de er svare at
omsette til og implementere i sikre designprocesser. Fx er Piagets teori steerk og en fortsat
vigtig kilde til indsigt, men i uddannelsesmassige sammenhznge er forsgg pa at anvende
hans ideer ofte resulteret i en uberettiget generalisering af fokuserede empiriske resultater.
Piagets teori er i sig selv utilstreekkelig til at informere design og den er heller ikke udviklet
til det formal.

Orienting frameworks — de orienterende teoretiske rammer kan fx vere konstruktivistisk
teori eller kulturel historisk teori og bruges som oftest som basis for instruktionsdesign. De
orienterende teoretiske rammer kan sandsynligvis bedst ses som metateorier, der kan
medvirke til at give nogle mere generelle perspektiver pa en konceptualisering af forskellige
emner inden for leering, undervisning og instruktionsdesign. De kan skabe nogle overord-
nede teoretiske forstaelsesrammer for de implicerede parter i et designstudie, men de kan
sjeldent sta alene, nar det kommer til at treeffe mere specifikke virkeligheds- og kontekst-
neere designbeslutninger.

Frameworks for action — rammer for handling. Disse rammer kan siges at vare paedagogiske
strategier, man pa forhand valger mere eller mindre at leene sig op ad. Rammerne for
handling giver fokus og retning til design af leeringsmiljeer, men kan imidlertid ikke i sig
selv tjene teoriens rolle, da de ikke rent adskiller deres videnskabelige pastande og validerin-
ger fra de foreslaede handlinger. Det betyder, at teorien eller teorierne bag handlings-
rammerne er relativt komplekse. De spander ofte over forskellige elementer, der ikke
ngdvendigvis kan samles under én paraply. | forbindelse med handlingsrammerne pointerer
diSessa og Cobb, at deres erinde ikke er at nedvurdere dem. De spiller en kritisk rolle i
tilretteleeggelsen af forskning om undervisning i lyset af den aktuelle state of the art inden
for et givent omrade. Deres formal er dog mere praktisk orienteret end de er forbundet med
videnskabelige kernevardier, sasom precision, udtemmende og eksplicitte formuleringer,
og falsifikation.

Domain Specific Instructional Theories — domanespecifikke undervisningsteorier. Det er
ofte denne type teorier, der refereres til, nar man taler om designeksperimenter. Teorier af
denne type konstituerer rationalet for det paeedagogiske design. De indebarer en konceptuel

analyse i forbindelse hermed. I modsetning til handlingsrammerne har denne type teorier
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mere end en heuristisk veerdi og de er udtryk for testbare formodninger i forhold til leerings-
processerne og midlerne til at konstruere dem. Derudover afspejler de det detaljerede
arbejde i forhold til formulering, testning og revidering af et hypotetisk laeringsspor, selvom
de typisk er udviklet inden for en orienterende ramme. Domane specifikke undervis-
ningsteorier kan anses for at udgere begrundelsen for paedagogisk design. Generaliseringer
pa tveers af sadanne teorier afprevet i praksis kan resultere i udviklingen af handlings-
rammeteorier, sasom Realistic Mathematics Education. Igen pointerer diSessa og Cobb, at
det ikke er for at nedvurdere vaerdien af denne type teorier, s&rligt fordi udviklingen af
denne type teorier er en af grundene til, at vi gennemferer designstudier. De gnsker at
fremhaeve, at designstudier ikke vil veere serlig progressive pa lang sigt, hvis motivationen
for at gennemfgre dem begraenser sig til at producere domenespecifikke undervis-

ningsteorier.

De fire typer af teorier diSessa og Cobb (2004) beskriver kan inddeles i forhold til deres
vaegtning af teori og af praksis. Hovedvagten og udgangspunktet for de store teorier og de
orienterende teoretiske rammer er selve teorierne, som derfra kan kobles til et praktisk design.
Mens hovedvagtningen og tilknytningen for teorityperne: handlingsrammer og domene-
specifikke undervisningsteorier er i forhold til praksis. For at bevare tyngden og den
progressive side af designforskning, skal man veere varsom med at lade de to sidste typer af
teorier sta alene og veere mal i sig selv for designforskningsforlgb. Derved synes det som, at

diSessa og Cobb (2004) plederer for de mere teoritunge designforskningsforlgb.

Bakker og van Eerde (2015) fremhaver, at teori typisk spiller en mere central rolle i DBR end
i aktionsforskning og refererer til diSessa og Cobbs (2004) inddeling af teorier og skriver, at

diSessa og Cobb (2004) opererer med 5 forskellige typer. De fire ovenstaende plus:

Hypothetical Learning Trajectories (Simon 1995) or didactical scenarios (Lijnse

1995; Lijnse and Klaassen 2004) formulated for specific teaching experiments

(explained in Sect. 16.1.3). (Bakker & van Eerde, 2015, s. 437)
Umiddelbart synes det ikke som diSessa og Cobb (2004) definerer den femte type teori, som
veerende det hypotetiske leeringsspor. | gengivelsen af diSessa og Cobbs (2004) fire farste typer
af teorier, omtales det hypotetiske leaeringsspor under teoritypen ‘“domaenespecifikke
undervisningsteorier”. Det synes som, at diSessa og Cobb (2004) laegger op til, at domanes-
pecifikke undervisningsteorier oftest udvikles inden for rammerne af de orienterende teoretiske
rammer, men understgtter en formulering, testning og revidering af et hypotetisk laeringsspor.
Det kan tolkes som, at diSessa og Cobb (2004) ikke anser det hypotetiske laeringsspor for at
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udgare en teori i sig selv. Uanset om det hypotetiske lzeringsspor anses for at veere en saregen
type teori eller som vaerende en del af de domanespecifikke undervisningsteorier, kan det
tolkes som, at begge hold forfattere anser det hypotetiske laeringsspor, som verende udspandt
mellem teori og praksis og netop vaere omdrejningspunktet for kontinuerligt at koble de to
felter undervejs i de forskellige iterationer, som DBR bestar af.

4.3.2. Ontologisk innovation og det hypotetiske laeringsspor

Umiddelbart synes begrebet “ontological innovation”, ontologisk innovation, at spille en serlig
rolle for diSessa og Cobb (2004). Herom skriver de bl.a:

Beyond narrowing our consideration by contrasting the cases of grand theory,
orienting frameworks, frameworks for action, and domain specific instructional
theories, can we be more affirmative in characterizing a type of theory that can be
important for design work? Of course, a huge amount could and should be said,
here we concentrate on one important element, ontological innovation. (diSessa &
Cobb, 2004, s. 84)

diSessa og Cobb (2004) omtaler altsa de fire ovenfor beskrevne typer af teorier og sa ontologisk

innovation. De beskriver bl.a. ontologisk innovation saledes:

The idea behind ontological innovation is deceptively simple. Science needs its set
of terms or categories to pursue its work. Again, this has always been true of
developed sciences: “force,” “gene”, “natural selection,” “molecule” “element,”
“catalyst.” The process of creating such categories, however, is far more
complicated than writing down a definition, or finding a relevant meaning in a
dictionary. Instead, defining the technical terms of science is more like finding and
validating a new category of existence in the world; hence we use the term
ontological innovation. (diSessa & Cobb, 2004, s. 84)
Ud fra denne beskrivelse er det at finde og validere nye kategorier af det, som eksisterer i
verden, altsa i deres tilfeelde inden for uddannelsesverdenen, et vigtigt mal med at bedrive DBR
og pa den made vaere med til at udvikle det matematikdidaktiske uddannelsesfelt. Som
illustration for ontologisk innovation beskriver de bl.a. forskerteamets Cobb, Yackel og Woods
designeksperimenter, som begyndte i 1986. | begyndelsen fokuserede de pa elevers
matematiske laering primaert ud fra et kognitivt perspektiv og endte med at finde, kategorisere
og definere det, de kalder sociomathematical norms. Bakker og van Eerde (2015) beskriver det
hypotetiske lzeringsspor, som vaerende en forlengelse af Freuthenthals tankeeksperimenter. De
synes i hgjere grad at legge veegt pa, at man inden for DBR kan vare med til at skabe en ny

virkelighed inden for det matematikdidaktiske omrade, forlgbet kredser om. Pa denne baggrund
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benyttes begge begreber i dette ph.d.-projekt. Det hypotetiske laeringsspor ses ikke som en
teori, men bruges som en tilgang til bevidst at arbejde med spandingsfeltet mellem teori og
praksis i forbindelse med den overordnede planleegning og analyse af de enkelte afprgvninger.
Der vendes tilbage til det hypotetiske leeringsspor i afsnit 4.6. Farst vendes blikket mod,
hvordan der i narveerende ph.d.-projekt arbejdes med diSessa og Cobbs 4 teorityper og

ontologisk innovation.
4.3.3. Ph.d.-projektets brug af teorier i forhold til diSessa og Cobbs (2004) teorityper

Formalet med at bruge DBR som metodologisk ramme i ph.d.-projektet er, som beskrevet i de
foregaende afsnit, ikke at skabe en ny teori, men at skabe en teoretisk konstruktion, der bestar
af en serlig sammensetning af de fire udvalgte teoretiske distinktioner og begrebet historisk

bevidsthed. Saledes at denne kan bruges til at kvalificere praksis.

diSessa og Cobb (2004) pointerer, at praksisteorierne ikke i l&engden kan sta alene og ikke i sig
selv kan betragtes som teorier, men snarere som nye distinktioner. Umiddelbart synes det som
om, diSessa og Cobb (2004) mener, at ingen af de fire teorityper, de karakteriserer, kan sta

alene, nar det geelder design studies:

(...) we identify several types of theory that can be of value conducting design

studies. However, we argue that, by themselves, they constitute an inadequate

theoretical basis for design research in the long term (diSessa & Cobb, 2004, s. 80)
diSessa og Cobb (2004) slar altsa fast, at de mener, teorierne i dem selv pa lang sigt vil udgare
et utilstreekkeligt teoretisk fundament for design studies. Det kan tolkes som, at diSessa og
Cobb (2004) mener, der ma vaere en sammenhang mellem de forskellige teorityper, nar der
arbejdes med speendingsfeltet mellem teori og praksis i DBR. Det kan ogsa tolkes som et
argument for, at ontologisk innovation er ngdvendigt i forhold til udvikling af teorier i DBR.
Og en tredje, maske lidt vidtgaende, tolkningsmulighed er, at der under den ontologiske
innovation kun kan udvikles teorier, der er robuste nok til ikke kun at geelde den lokale kontekst
eller et meget specifikt omrade inden for én uddannelsesmaessige sammenhang, hvis der i
arbejdet med ontologisk innovation ogsa skabes sammenhang til de bagvedleggende fire
andre typer af teorier. | nervaerende afhandling ligger den tredje tolkning til grund for maden,
der arbejdes med diSessa og Cobbs (2004) betegnelse ontologisk innovation. Derfor gives der
I dette afsnit et overblik over, hvordan ph.d.-projektets fire udvalgte teoretiske distinktioner og
betegnelsen historisk bevidsthed, hver iser kan knyttes til diSessa og Cobbs fire teorityper. De

fire teoretiske distinktioner, der arbejdes med i denne afhandling er (jf. kapitel 3):
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e Den undersggende og produktive side af resonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002)
e Epistemisk, pragmatisk og retfeerdigggrende mediering (Misfeldt & Jankvist, 2018)

e Dynamisk og statisk leesning (Mellin-Olsen, 1984)

¢ Regel- og strukturopfattelse (Mellin-Olsen, 1984)

Dertil kommer, at der ogsa arbejdes med at give eleverne mulighed for at udvikle det Jensen
(2011) kalder historisk bevidsthed, som et middel til at gge elevernes muligheder for at udvikle
deres raesonnementskompetence, nar de arbejder med digitale teknologier. Hver af disse
teoretiske distinktioner bygger pa forskellige teoretiske fundamenter. | det falgende beskrives
de forskellige teoretiske distinktioners overordnede teoritilknytning, som yderligere seettes i
relation til diSessa og Cobbs fire teorityper. De praesenteres samlet i figur 4. | det nedenstaende
preesenteres et omfattende teoriapparat, som det ikke er muligt inden for denne ph.d.-
afhandlings rammer at ga i dybden med. Derfor beskrives relationerne mellem teorierne, de
teoretiske rammer og distinktionerne her i dette afsnit, mens der i de efterfglgende afsnit ikke
refereres tilbage hertil- Her bringers de fire teoretiske distinktioner samt begreb historisk

bevidsthed i spil som designmaessige og analytiske distinktioner.

Kompetencebeskrivelserne i KOM-rapporten kan karakteriseres som en kognitiv tilgang til at
mestre matematik (Niss & Hgjgaard, 2019). Som det fremgar af kapitel 3 i naervaerende ph.d.-
afhandling, er det muligt at tolke KOM-rapporten, som en teoretisk ramme for matematik-
leering- og undervisning. Ra&sonnementskompetencen kan ses som en del af den overordnede
teoretiske ramme, men nar der er sarligt fokus pa at skabe muligheder for, at eleverne kan
udvikle denne specifikke matematiske kompetence, synes resonnementskompetencen i hgjere
grad at veere rettet mod handling i praksis. Pa den baggrund placeres KOM-rapporten under
diSessa og Cobbs (2004) betegnelse “de orienterende teoretiske rammer”, mens den under-
sggende og produktive side af resonnementskompetencen placeres under “rammer for

handling”.

Misfeldts og Jankvists (2018) beskrivelse af de 3 typer af medieringer: Epistemisk, pragmatisk
og retfeerdiggerende mediering. De synes bl.a. at bygge pa Trouches (2005) udlegning af
instrumentel genese, som bl.a. bygger pa Rabardel (1995); Vérillon og Rabardel (1995)
beskrivelse af mediering samt Vergnauds brug af skemaer i Vergnauds “Theory of conceptual
fields”. Begge dele kan ledes tilbage til bade Piaget og Vygotsky. Dertil kommer, at de tre typer
af medieringer ogsa baseres pa bl.a. Hannas (1989) distinktion mellem beviser, der forklarer
og beviser der beviser samt Harel og Sowders (2007) teori om overbevisningsskemaer.

Ovenstaende medvirker til, at de tre typer medieringer serligt er rettet mod, hvordan digitale
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teknologier understgtter menneskers udvikling af matematiske reesonnementer. Derfor placeres
de tre former for medieringer under diSessa og Cobbs (2004) betegnelse ”domane specifikke
undervisningsteorier”. | denne sammenhang bruges Trouches (2005) udlaegning af instrumen-
tel genese, hvor mediering (Rabardel, 1995; Vérillon & Rabardel, 1995) er et vigtigt begreb,
Hannas (1990) beskrivelse af beviser, der forklarer samt Harel og Sowders (2007) beskrivelser
af overbevisningsskemaer, som “rammer for handling” — rammer for at bruge de tre former for
mediering i forhold til bade planlegning og analyse af praksis. Vegnauds “Theory of
conceptual fields” ses i den forbindelse som en overordnet teoretisk forstaelsesramme og
placeres derfor under “de orienterende teoretiske rammer”. Vergnauds teori bygger endividere
pa bade Piagets teori om skemaer og Vygotskys socialkonstruktivistiske laeringsteori, som
begge synes at kunne tolkes som at ligge inden for det, diSessa og Cobb beskriver som “de
store teorier”. Derudover er Misfeldt og Jankvist (2018) ogsa inspireret af Artigues beskrivelse
af epistemisk og pragmatisk veerdi.

Mellin-Olsen (1984) refererer ogsa til bade Piaget og Vygotsky og pointerer, at Piaget ville
have brugt begreberne figurativ kundskab (om statisk kundskab) og operationel kundskab (om
dynamisk kundskab). Han papeger ligeledes, at der er forskel i en sadan forstaelse og sa en
forstaelse inden for en Vygotskys inspireret tradition. Inden for sidste navnte tradition

overskrides Piagets distinktioner, og det dynamiske betyder noget mere:

Innenfor den tradisjonen vi referer til her, lingvistikken og Vygotskys sprakrettete

teori, betyr det “dynamiske” noe mer. Det er ikke bare den strukturelle forstaelsen

av kunnskapen. Det er med denne sidste faktoren, altsa den betydningen eleven

tillegger kunnskapen, at vi overskrider Piaget og skaper en sosial leringsteori.

(Mellin-Olsen, 1984, s. 88)
I forhold til den dynamiske laesning, sprogets og dermed tegnets fortolkningsmuligheder i
menneskets interaktion hermed, kan det fremhaves, at Mellin-Olsen (1984) hovedsageligt
bygger pa Vygotskys laeringsteori. | naerveerende ph.d.-projekt bruges distinktionen mellem
dynamisk og statisk laesning til at planlegge og analysere forskellige episoder i forbindelse
med elevers arbejde med laesning af hhv. originalkilder og GeoGebra samt samspillet
herimellem. Distinktionen mellem de to typer leesninger kan siges at udgere en del af rationalet
bag det padagogiske design. P4 den baggrund vurderes denne distinktion at hgre under

“domane specifikke undervisningsteorier”.

Mellin-Olsen (1984) synes pa samme made hovedsageligt at leene sig op ad Vygotsky, nar det

kommer til distinktionen mellem regel- og strukturopfattelse. Nar denne distinktion ses som et
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spaendingsfelt mellem hhv. en regel- og en strukturopfattelse, synes et sadant blik bade pa
matematikfaget og pa forskellige matematiske emner at udgere et mere generelt perspektiv pa
forskellige emner inden for lering, hvorfor denne distinktion placeres under teoritypen “de

orienterende teoretiske rammer”.

Den samme begrundelse synes ogsa at gere sig geldende for Jensens (2011) beskrivelse af
historisk bevidsthed. Derfor placeres denne ogsa under “de orienterende teoretiske rammer” i
figur 4. Der er indfart pile i figuren, fordi nogle af teorierne og distinktionerne var svare at
placere, bl.a. fordi de maske ogsa kan tolkes som at ligge inden for diSessa og Cobbs (2004)
definition af de forskellige typer teorier lige ovenfor eller nedenfor i skemaet. Instrumentel
genese (Trouche, 2005) og overbevisningsskemaer (Harel & Sowder, 2007) kunne fx ogsa
vurderes at hgre under de “orienterende teoretiske rammer”. Nar de her er placeret under
rammer for handling, er det vurderet ud fra deres position i sammenhang med Misfeldt og
Jankvists (2018) samt Jankvist og Misfeldts (2019) definitioner af de tre medieringsformer.

Grand theories — Piagets teori om intellektuel udvikling og Vygotskys teori om leering igennem
de store teorier sociale processer. N
Orienting frameworks — de | Vergnauds “Theory of conceptual fields”, KOM-rapportens kompetence¥
orienterende teoretiske beskrivelse (Niss & Jensen, 2002), regel- og strukturopfattelse (Mellin-Olsen,
rammer 1984) samt historisk bevidsthed (Jensens, 2011).
Frameworks for action — Trouches (2005) beskrivelse og definition af instrumentel genese, Hannas (1990)
rammer for handling beskrivelse af beviser, der forklarer, Harel og Sowders (2007) beskrivelse af
overbevisningsskemaer samt KOM-rapportens beskrivelse af
reesonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002). N
Domain Specific Misfeldts og Jankvists (2018) skelnen mellem tre typer af mediering: Epistemisk¥
Instructional Theories — mediering, pragmatisk mediering og retfeerdiggerende mediering samt Mellin-
domane specifikke Olsens (1984) distinktioner mellem henholdsvis en dynamisk og en statisk

undervisningsteorier leesning

Figur 4: Skema — De fire teoretiske distinktioner og termen historisk bevidsthed i forhold til diSessa og Cobbs (2004) fire
teorityer. Der indgar ogsa nogle af de teorier og termer, de fire teoretiske distinktioner, hver iszr bygger pa.

Som neavnt i afslutningen af kapitel 3 “Teori” bruges disse fire teoretiske distinktioner og
begrebet historisk bevidsthed i forskellige kombinationsmuligheder under bade planlaegning,
gennemfarelse og analyse af afprgvningerne. Det samme geelder for lerebogsanalysen. Pa
baggrund af de tre afprevninger og analyserne heraf sammenfattes brugen af kombinationer af
de teoretiske distinktioner og historisk bevidsthed og danner grundlaget for ph.d.-afhand-
lingens teoretiske bidrag, som altsa bygger pa praksisudvikling. De udfoldes i hhv. afsnit 6.3.
“Opsamling pa teoretiske sammenhange pa tveers af case 1 og 2 samt afsnit 7.4.1. “Projektets

teoretiske bidrag”.
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4.4. De fem funktioner og karaktertraek ved DBR

Ifglge Cobb et al. (2017), Bakker og van Eerde (2015) samt Design-Based Research Collective
(2003) har DBR fem brede funktioner. Selvom disse funktioner bliver praesenteret i lidt

forskellig reekkefglge og med en anelse varierende indhold i de tre tekster er hovedtraeekkene

de samme og kan praesenteres som:

1.

Malet er at udvikle teori om laring og midler, der understgtter lzering. Idealistisk set
adresserer DBR de typer problemer, praktikere star med, nar de forsgger at understgtte
studerendes og underviseres leering eller gge skoler og distrikters kapacitet i forbindelse med
undervisningsmassig forbedring. Deres funktion er at bidrage direkte til at forbedre
kvaliteten af studerendes eller elevers matematikundervisning samt/eller af lereres og

underviseres professionelle udvikling.

. DBR har 